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Studio teorico e sperimentale del fenomeno del brake squeal nei freni a disco. 
Riassunto 
In questo lavoro è stata progettata una attrezzatura che permette di studiare il 
comportamento vibratorio di un disco freno automobilistico, durante un’azione di 
frenatura. In letteratura è trattato il fenomeno dello “squeal” (una particolare rumorosità 
del freno paragonabile ad un fischio) e si giunge alla conclusione che è causato da 
particolari vibrazioni instabili dei componenti del freno generati  dal contatto tra disco e 
pastiglia. L’attrezzatura progettata consiste in una modifica da eseguire su una macchina 
precedentemente realizzata per lo studio di fenomeni vibratori durante il processo di 
affilatura di una lama a disco. Di questa macchina viene utilizzato anche tutto l’apparato 
sensoristico essendo compatibile con le caratteristiche richieste. Il processo di frenatura 
viene realizzato mandando a contatto con il disco due corpi assimilabili, per forma e 
dimensioni a due reali pastiglie freno. Ogni pastiglia preme contro il disco con una forza 
generata da una molla dal precarico regolabile. Il dimensionamento dei componenti è 
stato supportato da analisi dinamiche eseguite su un modello FEM dei componenti. Il 
supporto delle pastiglie è stato progettato in modo da avere rigidezza regolabile. E’ stato 
inoltre studiato un modello matematico che simula le forze di contatto tra i corpi in 
maniera lineare e che consente di prevedere il comportamento vibratorio di tutta 
l’attrezzatura evidenziando eventuali fenomeni di instabilità. La validazione dei risultati 
numerici e dei relativi modelli, tramite prove sperimentali compiute con l’attrezzatura 
progettata, fornirà le basi per lo sviluppo dei modelli teorici per lo studio dei fenomeni 
vibratori nei freni.  
 
Theoretical and experimental investigation of brake squeal noise. 
Abstract 
In this work the design of a test-rig for the study of a vibratory behaviour of a car 
brake disc during a braking process is described. In the technical literature it is reported 
that particular unstable vibrations of the brake bodies generated by the contact between 
disc and pads cause the “squeal” phenomenon (a particular brake noise like a whistle). 
The designed test apparatus is a modification on a laboratory test bench for the study of 
vibratory phenomena during  the disc blade sharpening process. The sensors used are the 
same of the old test-rig because they are fully compatible with the required features. 
Two bodies with a brake pad shape carry out the braking process by the contact with the 
disc. The contact load of each pad against the disc is regulated by a compressed spring. 
The dimensioning of the components has been supported from dynamic analysis 
executed on a model FEM of the components. The pad support is stiffness adjustable. A 
linear mathematic model simulating the contact load between bodies has been 
developed. This model can predict the effects of different contact parameters on the 
entire test-rig vibratory behaviour evidencing the eventual onset of instability. The 
validation of the numerical results and models, by means of experimental tests carried 
out on the new test-rig, will make it possible to develop theorethical models for study the 
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Capitolo 1 - Introduzione 
1.1 Il “brake noise” 
Il fenomeno del “brake noise”  non è altro che il rumore prodotto dalle vibrazioni di 
componenti del freno e della sospensione a cui è collegato e che hanno una frequenza 
che cade nel campo udibile per l’uomo  (approssimativamente  da  20 a 20000 Hz). 
Una caratteristica di questo rumore (e quindi anche di queste vibrazioni) è il fatto di 
non essere sempre ripetibile con precisione, principalmente a causa dei moltissimi fattori 
che lo influenzano, di cui alcuni difficilmente controllabili. 
Il generale “brake noise” viene diviso in più categorie a seconda della frequenza del 
rumore generato. 
Non ci sono dei valori standard per le varie frequenze per i quali si può definire una 
tipologia di rumore oppure un’altra, così come non esiste una suddivisione unica del 
brake noise, comunque quella che è maggiormente in uso lo divide in 3 parti principali: 
• Groan – ossia rumore a bassa frequenza (30 – 1000 Hz)   
• Low Frequency Squeal – rumore caratterizzato da frequenze intermedie (1 – 4 
kHz) 
• High Frequency Squeal – rumore ad alta frequenza (3 – 20 kHz) 
Generalmente ad ogni tipologia di rumore sono associati dei differenti fenomeni che 
li creano, anche se per le frequenze di “confine” non è facilmente determinabile quali 
componenti meccanici sono coinvolti nella vibrazione considerata. 
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1.2 “Groan” 
Il “groan” (che è maggiormente percepibile dall’interno del veicolo piuttosto che 
all’esterno) nasce da vibrazioni che si creano durante la frenata a causa di variazioni 
della coppia frenante dovute a deformazioni dei corpi costituenti il freno e vengono 
trasmesse all’abitacolo attraverso le sospensioni e il corpo del veicolo stesso; tali 
vibrazioni sono determinate prevalentemente da: 
• Presenza di risonanze che coinvolgono tutta la struttura della sospensione del 
veicolo, della quale quindi si rende necessario conoscere le rigidezze di ogni 
componente (braccetti, molle, eventuali semiassi, boccole, etc.). Spesso tali 
vibrazioni sono eccitate da qualche armonica della frequenza di rotazione della 
ruota stessa. 
• Deformazioni del disco ed eventuali difetti superficiali su di esso, oppure 
eccessivi valori di rugosità. 
• Fenomeno di “stick-slip” tra pastiglie e disco, dovuto ad una eccessiva 
differenza tra i valori del coefficiente di attrito statico e dinamico. Spesso questo 
fenomeno dipende dalla temperatura dei corpi in contatto, in quanto 
quest’ultima influenza i due valori in questione. 
• Temperatura dei corpi la quale, oltre ad influenzare i coefficienti di attrito,  
provoca delle differenti dilatazioni di disco e pastiglia. 
1.3 Fenomeno dello “squeal” 
Contrariamente al “groan”, lo “squeal” non è causato da variazioni della coppia 
frenante ma è un fenomeno di instabilità dinamica dovuto all’accoppiamento di due o 
più corpi in moto relativo con un certo attrito tra di loro (“friction induced vibrations”); 
inoltre il rumore stesso non viene trasmesso dalla cassa del veicolo ma viene 
“amplificato” dalle superfici del disco, le quali vibrando generano onde sonore, come si 
trattassero di un altoparlante. 
Come già detto questo rumore di divide in due categorie: 
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• Low frequency squeal – LFS , il quale coinvolge, oltre ai componenti principali 
del freno (disco e pastiglie) anche quelli che sono rigidamente collegati con essi, 
ossia pinza, sostegno della pinza, sospensione, semiassi, etc. 
• High frequency squeal – HFS , il quale invece è dovuto essenzialmente 
all’accoppiamento tra disco e pastiglie. 
Da questo punto verrà utilizzato il termine “squeal” per indicare il generico rumore 
prodotto dalle vibrazioni “friction induced”, mentre se sarà necessario specificare la 
tipologia di “squeal”, verranno utilizzate le sigle “LFS” e “HFS”. 
1.3.1 Fattori che influenzano il LFS e l’HFS 
L’entità del LFS dipende dalla propensione a vibrare dei vari componenti di freno e 
sospensione. L’LFS risulta così indipendente da parametri come la rugosità del disco o 
eventuali deformazioni dello stesso, mentre assumono importanza le caratteristiche 
geometriche, di rigidezza e di massa di  tutti i  componenti del freno e della sospensione, 
in quanto sono i parametri che regolano i modi di vibrare di tutto il sistema “freno – 
sospensione”. 
Contrariamente al LFS, l’HFS coinvolge soltanto due componenti del freno, il disco 
e la pastiglia, per cui è sufficiente conoscere le caratteristiche geometriche e fisiche di 
questi 2 per poter studiare il fenomeno. 
E’ interessante notare i metodi che vengono comunemente utilizzati per ridurre o 
eliminare lo squeal quando questo si presenti su di un veicolo; solitamente vengono 
smussate le pastiglie in corrispondenza degli spigoli vivi a contatto con il disco, viene 
incrementato lo smorzamento tra la pastiglia e la pinza cambiando l’isolante tra i due 
corpi, oppure vengono modificate le frequenze proprie di un corpo modificando la 
geometria o il materiale dello stesso. 
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1.4 Metodologie per lo studio dello “squeal” 
Esistono vari tipi di approccio per lo studio dei fenomeni vibratori nei freni degli 
autoveicoli; ovviamente solo il test su strada dell’autoveicolo (appositamente 
strumentato con microfoni e accelerometri) permette di dare risposte quasi certe 
sull’effettivo verificarsi di queste vibrazioni, pur  lasciando un certo livello di  incertezza 
tipico della poca ripetibilità di questi fenomeni  (in particolar modo lo “squeal”). 
Esistono comunque delle metodologie che consentono (sempre entro certi limiti) di 
poter prevedere la presenza o meno di vibrazioni indesiderate senza aver bisogno di una 
prova su strada o addirittura senza avere realizzato alcun componente del freno stesso, in 
modo da avere un’ottimizzazione dei rumori del freno già  in fase di progettazione. 
1.4.1 Banco prova dinamometrico 
La prova su un banco dinamometrico consente di avere la standardizzazione della 
prova stessa, in modo da avere dei parametri di confronto meno aleatori tra freni 
differenti rispetto alla prova su strada. Inoltre sul banco prova è possibile simulare una 
prova su strada secondo dei cicli di test che sono i soliti che vengono svolti su strada, 
ottenendo una correlazione per un eventuale test successivo su un veicolo. 
Al banco è inoltre possibile strumentare il freno con vari sensori, tipicamente dei 
microfoni, in modo da rilevare i valori di frequenza e pressione sonora del rumore 
prodotto dal freno in funzione di altri parametri come la velocità angolare del disco, la 
forza frenante, la temperatura, etc. 
1.4.2 Analisi modale (Modal test) 
Con questo metodo si vogliono determinare le caratteristiche dinamiche del sistema 
frenante e singolarmente di ogni suo componente, e principalmente: 
• Frequenze proprie di ogni singolo componente e di tutto l’assemblato; 
• Forme modali;  
• Coefficienti di smorzamento modali; 
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L’ analisi può essere svolta sia su veicolo che su banco, oppure singolarmente corpo 
per corpo, a seconda di che cosa è richiesto, e sono utilizzate di solito 2 differenti 
metodologie: 
• Da fermo: impact hammer test – si colpisce con un martello opportunamente 
strumentato il freno, e come output si ottengono le varie frequenze proprie del 
sistema ma non le forme modali, a meno di non dotare i vari corpi di vari 
sensori di posizione e/o di prossimità. Ci possono essere dei limiti per quanto 
riguarda la ripetibilità della prova in quanto dipende da come l’operatore 
colpisce il corpo. Tale problema è comunque  risolvibile utilizzando un sistema 
meccanico che fa urtare il martello sempre alla stessa maniera.   
• In movimento – si applicano sui vari corpi i sensori di prossimità (i quali 
possono sfruttare il principio delle correnti parassite, oppure laser) che misurano 
le deformazioni che si hanno durante il funzionamento del freno (ODS: 
operating deflection shape). Per contro una strumentazione del genere è più 
costosa e più complicata del sistema precedente. 
1.4.3 Metodo degli elementi finiti (FEM) 
Lo studio di fenomeni vibratori utilizzando la tecnica FEM consente di ottenere 
previsioni su eventuali rumori senza dover costruire alcun modello o prototipo del freno.  
Anche per questa  metodologia si hanno applicazioni differenti a seconda della 
tipologia di “squeal” che si vuole verificare, visto che per lo studio  del LFS e del  HFS 
le tecniche sono  sostanzialmente diverse: 
• LFS - è necessario realizzare un modello FEM che  contiene  tutti i principali 
componenti del freno e  della sospensione, per poi determinarne le vibrazioni 
tipiche di quel sistema, tramite un’analisi che  generalmente calcola gli 
autovalori complessi del sistema stesso in modo da determinare la presenza di 
eventuali vibrazioni instabili. 
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• HFS – viene effettuata  un’analisi di risposta in frequenza dell’accoppiamento 
disco-pastiglia-pinza, in  modo da avere indicazioni sulle frequenze alle quali le  
vibrazioni hanno maggior intensità. 
1.5 Stato dell’arte 
Lo studio del brake noise risale all’inizio degli anni sessanta, in quanto in 
precedenza tale fenomeno veniva associato alla caratteristica discendente del 
coefficiente d’attrito rispetto alla velocità relativa dei corpi stessi; ciò provocava 
l’insorgere di vibrazioni le quali potevano anche diventare instabili. 
Tuttavia risultati sperimentali smentirono questa teoria, in quanto i freni tendevano 
ad essere rumorosi anche se il coefficiente d’attrito risultava costante. Per anni sono stati 
studiati modelli semplificati di freni, dotati di masse e rigidezze concentrate, e 
comunque con pochi gradi di libertà, ma in grado di mettere in evidenza che il rumore 
generato è causato da fenomeni di instabilità che si instaurano tra i componenti del 
freno, a causa dell’interazione di particolari modi di vibrare di corpi a contatto reciproco. 
In questi ultimi anni, l’avvento di tecnologie FEM e il potenziamento degli 
strumenti di calcolo a disposizione permette di studiare il fenomeno con approssimazioni 
meno restrittive. 
• Wauer ed  Helig ([1]) hanno studiato una metodologia di calcolo basata sulle 
equazioni che governano la dinamica dei dischi, unite alle equazioni 
dell’equilibrio dinamico dellee pastiglie. E’ stato inoltre considerato un modello 
non lineare del legame lativaDinamico VRe−µ  e una dipendenza delle vibrazioni dal 
calore sviluppato dal freno. Questo modello, altamente non lineare, viene 
discretizzato utilizzando il top-Lyapounov-exponent-method intorno alla 
posizione d’equilibrio utilizzando la tecnica degli autovalori complessi. 
• Sinou e altri ([2]), per lo studio delle vibrazioni che nascono in un freno di 
aeroplano, hanno realizzato un modello dinamico di tale freno formato da corpi 
rigidi accoppiati tra loro per un totale di 15 gradi di libertà. Il contatto tra i vari 
corpi costituenti il modello viene simulato da attrito coulombiano (quindi 
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Dinamicoµ  costante) e da rigidezze di contatto. La successiva analisi dinamica è 
stata svolta sia in maniera lineare, con la tecnica degli autovalori complessi, sia 
non lineare, ricavando l’andamento nel tempo delle ampiezze delle oscillazioni. 
• Tuchinda ([3]) ha compiuto uno studio della dinamica di un sistema “pin on 
disc”, basandosi su un’analisi FEM di una attrezzatura atta simulare un freno a 
disco. Il contatto viene rappresentato da parametri relativi alle rigidezze e agli 
smorzamenti di contatto, oltre che all’attrito, tra i due corpi. Nonostante 
l’apparecchiatura del test non rappresenti realmente un freno a disco, viene 
svolta un’analisi lineare, sempre mediante la tecnica degli autovalori complessi, 
ed un’analisi non lineare, in modo da determinare la propensione allo squeal 
rispetto a dei parametri che converrebbero presi in considerazione con il primo 
tipo di analisi. Si determina che lo squeal nasce dall’accoppiamento tra modi di 
vibrare del disco ortogonali al piano del disco stesso e modi di vibrare 
flessionali del “pin”. 
• Giannini e Massi ([4]) hanno svolto un lavoro simile, realizzando però un 
modello di freno a disco più realistico, dotato di due pastiglie le quali strisciano 
su entrambi i lati del disco. Sia l’analisi FEM (e la successiva analisi dinamica 
lineare) che i risultati  sperimentali in laboratorio hanno determinato che lo 
squeal si presenta principalmente in concomitanza con l’accoppiamento di modi 
di vibrare del disco caratterizzati da spostamenti normali rispetto al piano del 
disco con modi di vibrare delle pastiglie complanari al disco stesso. Inoltre è 
stato notato che durante lo squeal le pastiglie tendono a vibrare in controfase, 
mentre il disco invece vibra con una differenza di fase di 90° rispetto le pastiglie 
stesse. 
• Lee e altri ([5]) hanno invece studiato (tramite un’analisi FEM) un freno vero e 
non un modello semplificato da laboratorio, in modo da poter verificare la 
propensione del freno stesso allo squeal ancor prima della sua realizzazione. E’ 
stata quindi compiuta una analisi modale di ogni componente del freno, tenendo 
conto anche di fenomeni come la variazione dell’area di contatto tra disco e 
pastiglie (effetto trascurato in tutti gli altri studi), per poi successivamente 
linearizzare il sistema e studiare l’instabilità con la tecnica degli autovalori 
complessi.
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Capitolo 2 - Freno a disco 
2.1 Determinazione del momento frenante applicato 
Il freno esercita la propria azione frenante tramite un momento che si oppone al 
movimento della ruota. Tale momento provoca, per una questione di equilibrio a 
rotazione della ruota, la forza frenante ruotaii X
X
=2  che è equilibrata dalla reazione che 
il mozzo compie sull’asse della ruota mR . Come si può facilmente notare dalla figura, il 
momento frenante fM  vale: 
rXM ruotaif ⋅=  







Figura 2-1 : equilibrio a rotazione di una ruota in fase di frenatura. 
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Ipotizzando un valore del raggio di rotolamento pari a 0.30 m (valore plausibile con 
le caratteristiche dinamiche del mezzo) si determina il momento 
frenante: NmM f 1,1098= . 




Per una velocità di 100 km/h, la velocità angolare di una ruota del suddetto raggio di 
rotolamento vale sradrVruota /7,92/ ==ω . 
Il valore della potenza dissipata da un singolo freno (in questo caso anteriore) vale: 
kWW f 67,101= . 
Questi valori saranno utili per un eventuale studio di fattibilità per una 
apparecchiatura di prova su freni reali. 
2.2 Considerazioni generali sui freni a disco 
Gli attuali freni a disco hanno preso il sopravvento (almeno in campo 
automobilistico) rispetto al classico freno a tamburo per una serie di motivazioni: 
• Migliore capacità di smaltimento del calore, a causa di una superficie di 
scambio con l’aria maggiore. 
• Lo sforzo al pedale risulta essere meno influenzato dalla temperatura dei 
componenti del freno (nei tamburi si ha differente dilatazione tra ceppi e 
tamburo, per cui aumentano i giochi, mentre nei dischi la dilatazione è 
pressoché radiale). 
• Usura del materiale d’attrito omogenea. 
• Avvento del servofreno, il quale ha permesso di ridurre notevolmente lo sforzo 
al pedale, che di per sé è maggiore nei freni a disco, a causa della minor raggio 
d’attrito che si ha in quest’ultimi. 
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Per il resto si hanno varie soluzioni costruttive, le quali però si basano tutte sul 
medesimo principio di funzionamento. 
I freni a disco inoltre si distinguono sia per la forma del disco (pieno, autoventilante, 
forato e/o baffato) sia per il tipo di pinza (fissa o flottante) che comanda le pastiglie 
realizzate di apposito materiale d’attrito, oltre che per i vari  materiali dei quali possono 
essere costituiti questi elementi. 
2.2.1 Forma del disco 
Il disco del freno, escludendo la parte più interna dello stesso (dove si ha il 
collegamento con il cerchione e il perno della ruota) che è realizzata in maniera da 
adattarsi al veicolo specifico, può essere pieno oppure autoventilante,(vedi Figura 2-2) 
ossia con una serie di fori radiali su un piano tra le due superfici a contatto col materiale 
d’attrito e perpendicolare all’asse di rotazione: l’aria entra in queste canalizzazioni dalla 
parte interna, e poi, per effetto della rotazione, viene espulsa nella zona periferica del 
disco. Ciò comporta una maggiore superficie di scambio termico e quindi minori 
temperature durante la fase di frenatura. 
 
Figura 2-2 : Freno a disco autoventilato con pinza flottante 
Altri tipi di lavorazione sui dischi sono la foratura (realizzazioni di fori con 
direzione assiale sulla superficie del disco a contatto con le pastiglie) e la baffatura 
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(ossia realizzazione di solchi a prevalente andamento elicoidale sulla stessa superficie), 
le quali hanno il compito rispettivamente di alleggerire il disco e migliorare l’espulsione 
dei residui del materiale d’attrito; tali lavorazioni hanno però l’inconveniente di 
aumentare l’usura delle pastiglie. 
2.2.2 Materiali del disco 
La maggioranza dei dischi freno montati sugli autoveicoli stradali è in ghisa al 
cromo-molibdeno, che garantisce un’ottima resistenza all’usura; l’acciaio invece può 
presentare fenomeni di tempratura dovuti ad eventuali schizzi d’acqua col disco a 
temperatura elevata: questo può provocare un conseguente infragilimento del disco 
stesso. 
2.2.3 Tipologie di pinze (calipers) 
La pinza del freno è l’organo deputato a comandare le pastiglie di materiale d ‘attrito 
e a scaricare il momento frenante dal disco al supporto della pinza stessa, il quale è 
solidale al portamozzo oppure, nel caso di freni inboard, alla cassa del veicolo. 
Il momento frenante si scarica comunque sulla cassa del veicolo tramite i braccetti 
della sospensione stessa, e per particolari geometrie della sospensione (bracci 
longitudinali), il momento frenante provoca un ulteriore sollevamento o abbassamento 
della cassa, che si aggiunge agli spostamenti verticali dovuti al trasferimento di carico 
tra gli assali in frenata. 
La pinza inoltre può essere realizzata in due modi: 
• Fissa, ossia rigidamente vincolata al proprio supporto, con pistoncini idraulici 
da entrambi i lati del disco che agiscono direttamente sulle pastiglie (vedi Figura 
2-3) 










Figura 2-3 : sezione di un freno a disco pieno e relativa pinza fissa a 2 pistoncini. 
• Flottante, ossia capace di piccoli spostamenti assiali; una pastiglia è solidale alla 
pinza, mentre quella dall’altro lato è solidale al pistoncino comandato dal 
liquido in pressione. Comprimendo il liquido la pastiglia viene spinta dal 
pistoncino verso il disco, e la conseguente reazione fa spostare tutta la pinza in 
direzione opposta, in modo che anche l’altra pastiglia sia premuta contro l’altra 
faccia del disco (Figura 2-4). 
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Figura 2-4 : sezione di un freno a disco pieno e relativa pinza flottante. 
Per autoveicoli normali di solito viene impiegato il sistema a pinza flottante, essendo 
più compatto e più semplice; tuttavia per impieghi  gravosi (veicoli pesanti e da 
competizione) vengono utilizzate prevalentemente quelle fisse, perché consentono di 
poter montare pastiglie più grandi mantenendo omogenea la pressione di contatto in 
direzione tangenziale (e per questo vengono adottate anche pinze a 4 e 6 pistoncini), 
cosa non possibile invece con le pinze flottanti.  
2.2.4 Pastiglie freno 
Sono i componenti che fanno nascere l’attrito con il disco e che quindi generano il 
momento frenante. 
Per via del loro funzionamento le pastiglie devono garantire un buon attrito con il 
materiale del disco, avere una buona conducibilità termica per far aumentare il meno 
possibile le temperature, ed avere un coefficiente d’attrito che sia poco influenzato dalla 
temperatura dei corpi in contatto. 
Fino a qualche anno fa il componente principale delle pastiglie era un  materiale 
composito composto prevalentemente da fibre di amianto e resine leganti. In  seguito 
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alla nocività dell’amianto è stato scelto di proibire questo materiale per questi utilizzi, 
per cui adesso il materiale d’attrito è un composito formato da diversi materiali che 
hanno ognuno una funzione precisa (garantire l’attrito, garantire lo scambio termico, 
contenere il rumore,etc…). 
 
Figura 2-5 : varie pastiglie freno. 
Inoltre le pastiglie freno hanno una forma della zona di contatto col disco che è 
simile a quella di un settore di corona circolare. 
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Capitolo 3 - Teoria ed analisi lineare del modello 
3.1 Introduzione dell’analisi lineare  
L’analisi vibratoria lineare che verrà svolta vuole determinare autovalori e modi di 
vibrare di un sistema costituito da più corpi in contatto tra di loro conoscendo i modi di 
vibrare di ogni singolo corpo vincolato opportunamente e ipotizzando una legge che 
regola il contatto tra di essi. Si vuole inoltre studiare la dipendenza di tali vibrazioni dai 
parametri in gioco, in particolare proprio quelli che riguardano il contatto. 
I corpi in considerazione sono molteplici, ma si possono ricollegare principalmente a 
due sottosistemi:  il disco e la pinza. 
Fanno parte del  sistema “disco”  sia l’albero che la puleggia dello stesso, 
analogamente la “pinza” comprende, oltre alla pinza stessa, le pastiglie, il supporto della 
pinza e le molle per il precarico. 
In corrispondenza della zona di contatto verrà ipotizzata una “connessione” tra i 
corpi in modo da poter  legare gli spostamenti relativi tra di essi con le forze che si 
scambiano, in modo da modificare l’equilibrio generale di ogni corpo. 
Questo modello però è drasticamente semplificato rispetto alla realtà: vengono 
infatti compiute le seguenti semplificazioni: 
• Si trascura l’effetto dovuto a differenti  valori di serraggio delle pastiglie contro 
il disco. 
• Si trascura l’effetto della velocità di rotazione del disco (disco lento). 
• Il coefficiente d’attrito dinamico µ  viene considerato costante, così come tutti i 
parametri che governano il contatto tra pastiglie e disco. 
• Non sono considerati gli effetti della temperatura. 
Capitolo 3 – Teoria ed analisi lineare del modello                                                          21 
 
Tali semplificazioni verranno in parte eliminate in un successivo modello non 
lineare; comunque altri studi simili compiuti in precedenza hanno dimostrato che alcuni 
fenomeni di instabilità, come il “lock-in”1, vengono lo stesso alla luce. 
3.2 Procedura di svolgimento dell’analisi dinamica lineare 
Con l’ausilio di un modello FEM opportunamente semplificato del sistema “pinza” e 
“disco” (di qui in avanti con disco e pinza si intendono i sistemi, ossia l’insieme di corpi 
che compongono rispettivamente il rotore e lo statore del sistema frenante) si  ricavano 
le pulsazioni proprie delle stesse e le relative forme modali espresse in termini di 
spostamenti nodali. E’ quindi possibile utilizzare le tecnica delle coordinate 
generalizzate in modo da ridurre l’ammontare dei calcoli da compiere, in quanto le 
matrici che si ottengono sono di dimensioni inferiori.  
Inoltre vengono realizzate delle matrici di connessione le quali servono per poter 
collegare i movimenti dei nodi di un corpo che sono a contatto con quelli dell’altro, e ad 
avere una stima delle forze di contatto che si scambiano tali nodi. 
Queste forze di contatto funzionano da collegamento tra un corpo e l’altro, ed è 
quindi possibile studiare l’equilibrio dei due corpi come se si trattasse di un corpo unico. 
Ottenuta quindi l’equazione generale d’equilibrio (lineare) si studia la stabilità 
utilizzando gli autovalori complessi ottenuti con la tecnica dello spazio di stato. 
Una metodologia analoga si trova anche in [3] e [4], sebbene in quest’ultimo la 
pastiglia (ossia il corpo a contatto con il disco) è collegata con il disco tramite una 
rigidezza concentrata, come se il contatto fosse puntiforme. 
Nella  
Figura 3-1 si ha un diagramma di flusso che rappresenta la procedura di calcolo. 
 
                                                
1
 Viene definito con questo nome un particolare fenomeno dinamico che a volte si presenta tra corpi a 
contatto: con il variare del coefficiente d’attrito si può verificare il fatto che due modi propri di vibrare 
caratterizzati da frequenze differenti abbiano la tendenza ad assumere la solita, generando di solito un 
fenomeno di instabilità in quanto un autovalore tende ad assumere parte reale positiva. Esiste anche il 
fenomeno opposto, che prende il nome di “lock-out”[3]. 
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Figura 3-1 : schema logico del procedimento per l’analisi dinamica lineare 
3.3 Equilibrio dinamico di ogni singolo corpo 
Gli spostamenti nodali di un corpo schematizzato secondo la tecnica FEM seguono 
la legge (3.1) 
Modello FEM (Ansys) 
 Modi di vibrare 
“disco” (frequenze 
proprie e spostamenti 
nodali) 
 




















Parametri fisici relativi 








KM          
dove [M] e [K] sono rispettivamente la matrice di massa e di rigidezza del corpo, u  
rappresenta il vettore degli spostamenti nodali ed F  è il vettore delle forze applicate sui 
nodi stessi. Da notare che  è stato trascurato ogni effetto di smorzamento del materiale. 
Introducendo le coordinate generalizzate dq  è possibile studiare l’equazione 
dell’equilibrio dinamico in maniera più conveniente: 
 ddd qu Φ=    
In questo caso si ha: 
• du : vettore degli spostamenti nodali del disco (analogamente avrò un vettore 
pu    per la pinza); nel caso di un modello FEM le componenti di questo vettore 
rappresentano tutti i gradi di libertà possibili di tutti i nodi del corpo, 
rappresentati secondo un sistema di riferimento assoluto di tipo cilindrico con 
asse coincidente a quello del disco. 
• dΦ  : matrice delle forme modali (in questo caso del disco); tale matrice è 
formata da m colonne (una per modo proprio di vibrare considerato) e da n righe 
(una per grado di libertà2, quindi si hanno n/3 nodi). Questa matrice si ottiene 
con la tecnica FEM eseguendo un’analisi modale del disco e della pastiglia; per 
ogni modo proprio il codice utilizzato (Ansys 5.5) fornisce in uscita gli 
spostamenti nodali normalizzati rispetto alla matrice di massa (vedi [6]) sotto 
forma di tabella (punto 1 di Figura 3-2), la quale viene successivamente 
trasformata in un vettore colonna (punto 2), il quale rappresenta l’autovettore 
del sistema relativo al p-esimo modo proprio; affiancando le varie colonne così 
ottenute si determina quindi la matrice in questione (vedi Figura 3-2). 
                                                
2
 Per semplicità in Figura 3-2 sono stati indicati i tre gradi di libertà relativi ad ogni nodo come se si 
trattasse di un sistema di riferimento cartesiano ( xu , yu , zu ), pur se il sistema di riferimento utilizzato 
per l’accoppiamento disco-pastiglie è cilindrico; questo è dovuto anche al fatto che Ansys 5.5 continua a 
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• dq  : vettore delle coordinate generalizzate; tale vettore ha un numero di 
componenti pari al numero di modi propri estratti dal corpo, inoltre consente  di 
semplificare notevolmente le matrici di massa e di rigidezza nell’equazione che 
governa l’equilibrio dinamico. 
 
Figura 3-2 : schema della procedura di ottenimento della matrice dΦ . 
Alla luce di queste considerazioni, è possibile riscrivere l’equazione d’equilibrio per 
ogni corpo in coordinate generalizzate: 
1- Analisi modale: uscita risultati da Ansys per il p-esimo 
modo di un corpo con n/3 nodi sottoforma di tabella. 
nodo\gdl xu  yu  zu  
1 1xp u  
1
yp u  
1
zp u  
2 2xp u  
2
yp u  
2
zp u  
… … … … 
n/3 3/nxp u  
3/n
yp u  
3/n




autovettore relativo al p-
esimo modo proprio (che è 
la p-esima colonna della 
matrice dΦ ) 


















































































dddd Fqq ΦΩ =+
•• 2
I    
dove la matrice dΩ  è una matrice diagonale e i suoi termini sono i quadrati delle 
pulsazioni proprie 
dm
ω  del disco, valori ricavati dall’analisi FEM del corpo. 
Analogamente si ottiene un’equazione simile anche per la pinza. 
3.4 Connessione tra i corpi 
Una volta ottenute le equazioni per i due corpi si rende necessario studiare  un 
metodo per poter determinare gli effetti provocati dal contatto tra di loro: è necessario 
quindi ipotizzare un modello di contatto lineare e possibilmente semplice. 
Un modello lineare inoltre ha la caratteristica che le forze di contatto tra i due corpi 
si possono considerare come un carico applicato (vettore dF ) legato linearmente agli 
spostamenti nodali stessi du , per cui è possibile costruire una matrice di contatto che 
lega le forze nodali dovute al contatto stesso con gli spostamenti nodali dei corpi a 
contatto. Tale matrice risulta essere in tutto e per tutto simile ad una matrice di rigidezza, 
per cui, combinando tale matrice *K  con la matrice di rigidezza ottenuta dall’analisi 
modale si determina una nuova matrice di rigidezza equivalente totK  di un sistema 
dinamico libero, del  quale è agevole calcolare gli autovalori con la tecnica dello spazio 
di stato. 
Questo concetto si riassume semplicemente nelle equazioni seguenti, nelle quali si 
considerano gli spostamenti e le matrici  di massa e rigidezza relative a entrambi i corpi 
che compongono il sistema: 
00)( 222 =+⇒=−+⇒=+⇒=+ •••••••• qqqqqqqFqq totT KIKIKII ** ΩΩΦΩ  
Analogamente a quanto fatto sopra è possibile anche legare le forze di contatto alla 
velocità relativa tra i corpi per simulare un effetto di smorzamento durante il contatto; si 
otterrà un termine costituito da una matrice di smorzamento per la derivata prima 
(3.3) 
(3.4) 
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rispetto al tempo degli spostamenti nodali. Gli autovalori che si otterranno avranno 
anche una componente complessa. 
3.4.1 Modello di contatto lineare 
Viene ipotizzato che ogni nodo della zona di contatto di un corpo sia collegato solo 
ad un altro  nodo dell’altro corpo tramite un sistema di molle e smorzatori che simula le 
forze che si scambiano i corpi attraverso i nodi in base agli spostamenti nodali stessi. 
I nodi hanno 3 possibili gradi di libertà i quali sono quelli standard per un sistema di 
riferimento cilindrico con l’asse coincidente con quello del disco:radiale, tangenziale ed 
assiale. 
Ai fini dello studio delle forze di contatto è sufficiente considerare solo due tipi di 
spostamento nodale: 
• Normale rispetto alla superficie del disco,  che è il solito spostamento assiale del 
sistema di  riferimento cilindrico standard; 
• Tangente alla superficie del disco, il  che vuol dire che questo spostamento 
contempla sia gli spostamenti tangenziali che  gli spostamenti radiali dei nodi; 
questa differenziazione nasce dal fatto che le leggi che governano le forze di 
contatto si riferiscono agli spostamenti relativi tra i nodi e non a quelli assoluti; sarà però 
necessario ricondursi in seguito agli spostamenti rispetto il sistema di riferimento 
assoluto iniziale per poter costruire la matrice *K . 
Il contatto viene simulato (vedi Figura 3-3) tramite una molla e uno smorzatore 
orientati secondo la direzione normale alla superficie del disco, rispettivamente di 
rigidezza e coefficiente di smorzamento (entrambi di contatto) CnK e CnC , mentre in 
direzione tangenziale rispetto alla superficie del disco si hanno sempre la rigidezza e lo 
smorzamento di contatto CtK e CtC , oltre al coefficiente di attrito statico µ . 
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Figura 3-3 : schema del modello di contatto lineare tra i nodi dei corpi (per semplicità è visibile 
solo una pastiglia) 
In base a questo modello è ora possibile caratterizzare le forze di contatto che 
nascono tra i 2 corpi in relazione ai loro spostamenti relativi,  che verranno considerati 
rispetto il sistema di riferimento cilindrico assoluto. 
Nascono però delle approssimazioni: 
• Non viene simulata l’unilateralità del contatto reale; infatti se i due corpi 
tendono a distaccarsi nel modello nasce una forza di trazione che “richiama” i 
nodi a contatto dei due corpi, mentre invece nella realtà questa forza non è 
presente. Tuttavia  dei risultati ottenuti in sperimentazioni precedenti ([3],[4]) 
utilizzando questa approssimazione non hanno portato a risultati in contrasto 
con la realtà. Un’alternativa a questa soluzione poteva essere lo studio del 
contatto con elementi non lineari, per poi linearizzare successivamente, ma gli 
studi effettuati con questa tecnica ([5]) hanno riscontrato una complicazione 
eccessiva dei calcoli e di conseguenza dei lunghi tempi di elaborazione. 
• La linearità del contatto porta a considerare un coefficiente d’attrito µ  costante, 
che non tiene conto della differenza di valori tra il coefficiente d’attrito statico e 
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dinamico, per cui non è possibile con questo modello verificare fenomeni di 
stick-slip. 
Riferendosi al disco (ma il procedimento è analogo anche per la pastiglia), la forza 













Cn uuCuuKF    
Per quanto riguarda la direzione tangenziale il discorso è analogo, ed escludendo il 













Ct uuCuuKF        
L’attrito di tipo coulombiano contribuisce anch’esso alla forza di contatto, con una 
forza proporzionale all’entità della forza di contatto normale e diretta secondo lo 
spostamento relativo dei nodi a contatto. Si introduce a questo punto l’ipotesi che la 
forza di attrito abbia soltanto direzione tangenziale per semplificare i calcoli e mantenere 
la linearità tra le forze di attrito e i valori degli spostamenti nodali dei nodi a contatto. Si 















       
3.4.2 Determinazione delle matrici di connessione 
E’ ora possibile ricavarsi le matrici di connessione *K  e *C  le quali consentono di 
sostituire i carichi nodali dovuti alle forze esterne con delle nuove matrici di rigidezza e 
smorzamento per determinare gli autovalori del sistema. 





































































 rappresenta i carichi che si scambiano i due corpi 
tramite il contatto. Tale vettore è rappresentabile come il prodotto matriciale tra una 
matrice di connessione (la quale avrà dei valori dipendenti dai parametri che governano 
il contatto tra i due corpi) e il vettore degli spostamenti nodali dei corpi, espressi 
secondo il sistema di riferimento cilindrico assoluto. 
Ai fini di una maggiore semplicità è necessario ordinare secondo un certo criterio i 
numeri dei nodi a contatto dei corpi; il criterio più semplice consiste nel numerare i nodi 
di ogni corpo a partire dai nodi che sono a contatto, facendo in modo che le coppie di 
nodi a contatto siano costituite da nodi con lo stesso numero: così facendo le matrici di 
connessione risultano costituite da blocchi diagonali, i quali facilitano la stesura del 
successivo programma per il calcolo degli autovalori. 
A questo punto è possibile determinare la matrice di connessione per quanto 
riguarda le rigidezze di contatto, associando solo agli spostamenti nodali dei nodi a 
contatto il relativo valore di rigidezza di contatto (che sia normale o tangenziale). Un 
procedimento analogo si compie anche per le forze viscose e d’attrito coulombiano tra i 
corpi. 
Avendo preventivamente ordinato i nodi a contatto nel modo corretto, è possibile 





 gli spostamenti 
nodali dei nodi a contatto ( contattodu , contattopu ) da quelli che invece non sono a contatto con 
nodi dell’altro corpo ( contattonondu _ , contattononpu _ ), ottenendo un vettore del genere: 
(3.8) 























Ai fini delle forze di contatto gli spostamenti dei nodi a contatto contribuiscono 
secondo le equazioni  mentre ovviamente gli altri nodi non apportano nessun contributo. 
E’ quindi possibile ricavare la matrice che lega le forze di contatto con gli 
spostamenti nodali dei nodi a contatto  (si considera qui per semplicità solo il contributo 
relativo alle rigidezze a contatto, tralasciando gli effetti dello smorzamento e dell’attrito, 














































         
disposte lungo la diagonale principale in numero uguale al numero di nodi a 
contatto, in virtù delle ipotesi espresse in 3.4.1 e all’assegnazione ai nodi a contatto 
reciproco del solito numero. 
                                                
3
 L’ordine con il quale vengono disposte lungo la diagonale principale le varie rigidezze di contatto 
nella matrice contK  è strettamente legato all’ordine con il quale vengono rappresentati i gradi di libertà 





; infatti nel caso in questione l’ordine di 
rappresentazione dei gradi di libertà di ogni nodo considera come prima direzione quella radiale, poi 
quella tangenziale ed infine quella assiale: di conseguenza le direzioni relative alle rigidezze di contatto 
saranno tangenziali per i primi due ( CtK ) e normali alla superficie di contatto ( CtK ) per il grado di 
libertà relativo allo spostamento assiale. 
(3.9) 
(3.10) 
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Adesso è possibile determinare la matrice ass
connK , la quale lega tutti gli spostamenti 
nodali di tutti i corpi con le forze nodali che nascono dal contatto tra i corpi, le quali 
sono applicate soltanto ai nodi a contatto. Per via di ciò, la matrice assconnK  presenterà 
termini nulli per ogni riga e colonna relativa a spostamenti nodali di nodi non a contatto, 
































































Riportando tutto in coordinate generalizzate utilizzando la (3.2) e la (3.10) si trova la 






























       
Le successive (ed analoghe come procedimento) costruzioni delle matrici di contatto 
relative allo smorzamento di contatto e all’attrito radente porteranno alla definizione 
dell’equilibrio dinamico complessivo, del quale verranno ricavati gli autovalori, 
utilizzando uno script di matlab. 
3.5 Esempio di calcolo su un modello semplificato  
Per facilitare la comprensione dell’algoritmo di calcolo utilizzato si esegue una 
applicazione per un caso molto semplice: si hanno 2 corpi su un piano, con 2  gradi di 
libertà ciascuno. Viene infatti  impedita la rotazione intorno ad un asse ortogonale al 
piano, per cui sono possibili solo due traslazioni, lungo l’asse X e lungo l’asse Y. Ogni 
corpo viene rappresentato da un nodo al quale viene associata la massa del corpo stesso, 
inoltre entrambi i corpi vengono considerati vincolati al telaio da due molle dirette come 
gli assi X e Y (vedi Figura 3-4) le quali hanno valori di rigidezza pari a YiXi KK , , ossia i 
(3.11) 
(3.12) 
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due valori di rigidezza lungo X e Y per l’i-esimo corpo. Viene inoltre considerato che i 
due nodi siano in contatto reciproco secondo lo schema che si ha in Figura 3-3.  
X
Y
Corpo 1 Corpo 2






Figura 3-4 : schema semplificato con 2 corpi. 
3.5.1 Dinamica del modello semplificato (privo del contatto) 
Inizialmente viene studiato il modello senza considerare il contatto tra i 2 corpi: le 
frequenze proprie si ottengono dagli autovalori del sistema dinamico, che in questo caso 








































      
così come per il corpo 2. Si determinano quindi, come indicato in [6], le 4 pulsazioni 
proprie del sistema: 
(3.13) 















































           
Gli autovalori non sono altro che il quadrato delle pulsazioni proprie del sistema. 
Vengono ora calcolati gli autovettori iΥ  del sistema dinamico relativo agli 
autovalori 2iω , in base alla seguente formula: 
ii
MK YY 2iω=           
       
Si ottiene un singolo autovettore per ogni autovalore preso in considerazione; per 

































       





Y =            
 dove 1A  è la costante arbitraria rispetto alla quale gli autovettori  devono essere 
definiti. 
Il valore di questa costante 1A  si determina imponendo nel nostro caso che gli 









i δ=YY M           
dove ikδ  è il  delta di kronecker. 
 Eseguendo i vari calcoli per ogni autovalore si ottengono i 4 autovettori 
normalizzati rispetto alla matrice di massa che governano il sistema dinamico formato 
dai due corpi momentaneamente scollegati tra loro. 











































questi autovettori si ottengono le “forme modali” (vedi 3.3) di ogni corpo, costruendo 
due matrici le quali hanno come colonne gli autovettori relativi al corpo stesso. 
[ ] [ ]












































3.5.2 Implementazione del contatto nel modello semplificato 
Viene considerato il medesimo modello di contatto che si ha nella simulazione 
“disco+pastiglia” (vedi Figura 3-3), dove le forze relative alla direzione X sono quelle in 
direzione “normale” alla superficie di contatto, mentre quelle in direzione Y sono invece 
in direzione “tangenziale”. Inoltre questo modello semplificato è in due dimensioni, 
contrariamente al modello “disco+pastiglia” che è tridimensionale. 
Le forze di contatto tra i due nodi quindi sono calcolabili combinando la (3.5), la 
(3.6) e la (3.7) rispettivamente per la direzione Y e X: 
(3.17) 
(3.18) 



































































































































































la quale esprime il valore della forza di contatto in relazione agli spostamenti ed alle 
velocità relative dei nodi a contatto tra i due corpi. 
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q = , del quale le prime due componenti rappresentano gli spostamenti nodali 
(espressi ovviamente in coordinate generalizzate) del nodo 1, mentre le altre due 
rappresentano quelli del nodo 2 (appartenente al corpo 2). 
Combinando la (3.3) con la (3.21) si ottiene l’equazione differenziale che governa 
l’equilibrio, della quale è possibile, con la tecnica dello spazio di stato, ricavarsi gli 
autovalori e di conseguenza le equazioni del moto (espresse in coordinate generalizzate; 
per averle invece espresse in termini di spostamento nodale basta invertire la (3.2)). 
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3.6 Script di Matlab elaborato 
Come visto nel paragrafo 3.2 si rende necessaria la realizzazione di un programma il 
quale permetta di operare calcoli tra la varie matrici che costituiscono l’equilibrio 
dinamico del sistema “disco+pinza”. 
Tale programma è stato sviluppato sotto forma di uno script (sequenza di istruzioni) 
da far compilare dal software Matlab ver. 6.5, all’interno del quale vengono trattate le 
seguenti informazioni: 
• Introduzione dei vari parametri caratterizzanti l’interfaccia di contatto, ossia il 
valore del coefficiente d’attrito dinamico µ , i valori delle rigidezze e 
smorzamenti di contatto in entrambe le direzioni fondamentali ( CnK , CnC , CtK e 
CtC ) e il numero di nodi a contatto tra i corpi; quest’ultimo valore deve essere 
impostato manualmente uguale al numero di nodi a contatto che verranno 
imposti nella meshatura dei corpi con Ansys. 
• Acquisizione dei risultati dell’analisi dinamica svolta sul modello FEM sia del 
disco che della pinza. 
• Successivo trattamento delle  matrici ottenute in modo da avere una forma che 
consenta lo studio dell’equilibrio dinamico secondo il procedimento indicato nel 
paragrafo 3.4.2. 
• Determinazione e rappresentazione grafica degli autovalori relativi al sistema 
dinamico accoppiato “disco+pinze”. 
Nei paragrafi seguenti verranno indicate più in dettaglio le procedure utilizzate 
all’interno dello script, mentre nel diagramma in Figura 3-5 si ha un diagramma di flusso 
che rappresenta l’”ordine logico” con il quale lo script esegue le operazioni. 
 
3.6.1 Dati di input relativi ai parametri del contatto 
Si hanno due tipologie di dati di ingresso: i parametri relativi al contatto e i risultati 
dell’analisi modale del modello FEM; i seguenti sono quelli relativi alla prima categoria: 
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• mu: Valore del coefficiente d’attrito dinamico nel contatto 
disco-pastiglia. 
• kct,kcn: Valori della rigidezza di contatto per unità di 
superficie (N/mm3) rispettivamente in direzione tangenziale e 
normale. 
• cct,ccn: Valori del coefficiente di  smorzamento di contatto per unità di 
superficie (Ns/mm3). 
• Nodicont: Numero di nodi a contatto i quali vengono imposti all’atto della 
discretizzazione FEM dei corpi. 
 






matrici di massa  e 









matrici di contatto 
Estrazione delle 












Trasformazione matrici di 
contatto in coordinate 
generalizzate 
Equilibrio dinamico 
Calcolo autovalori con tecnica dello 
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3.6.2 Dati di input relativi all’analisi dinamica FEM 
La seconda categoria invece contiene parametri relativi all’analisi modale che vanno 
inseriti manualmente e devono essere coincidenti con i valori che si hanno in uscita da 
Ansys: 
• modid, modip: numero di modi propri del disco e della pinza..  
• nodid, nodip: numero di nodi del disco e della pinza. 




• [udN], [upM]: 
spostamenti 
nodali relativi al 
n-esimo modo 






dati escono da Ansys, tramite il comando [prnsol] come rappresentato in Figura 
3-5 al quale vengono eseguite manualmente (dopo averle copiate in un file di 
testo) delle modifiche riguardanti la cancellazione delle righe superflue generate 
da Ansys stesso (evidenziate nella Figura 3-5 dal colore giallo); ora è possibile, 
salvando il file ottenuto con l’estensione .csv, leggerlo all’interno dello script 
tramite il comando “textread” in modo da poter rappresentare gli spostamenti 
modali sotto forma di matrice. Questa matrice che si ottiene avrà 5 colonne 
(indicanti rispettivamente il numero del nodo, i 3 spostamenti  nodali relativi ai 
gradi di libertà che si hanno e il valore della somma degli spostamenti nodali; 
quest’ultimo dato, così come il primo, è assolutamente superfluo) e un numero 
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Figura 3-6 : listato dei risultati rappresentanti gli spostamenti nodali per un particolare modo 
di un corpo come si presenta in Ansys; in giallo sono evidenziate le linee di testo superflue che 
verranno successivamente eliminate. 
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3.6.3 Determinazione delle matrici relative all’equilibrio dinamico del sistema 
E’ necessario ricavare le matrici relative alla massa, allo smorzamento e alla 
rigidezza come indicato nella (3.4). Le matrici di massa e rigidezza vengono ricavate 
piuttosto semplicemente, 
essendo la prima [M] una 
matrice identità di ordine pari 
al numero di modi propri 
totali tra disco e pinza; la 
matrice di rigidezza [K]  
invece è una matrice diagonale dove come termini si hanno i valori delle pulsazioni 
proprie al quadrato, prima quelli del disco e successivamente quelli della pinza. 
Di seguito vengono ricavate le matrici relative alle forme modali dΦ  e pΦ  
ottenendole dalle matrici 
[udN] e [upM] ricavate in 
3.6.1; quest’ultime 
vengono “formattate” in 
vettori colonna eliminando 
prima le colonne superflue 
generate da Ansys e 
successivamente  ridisponendo le componenti in colonna come indicato nell’esempio 
sottostante tramite la procedura matlab autocostruita “impod” e “impop”(rispettivamente 
per disco e pinza): 























































“Formattazione” della matrice degli spostamenti nodali in un vettore colonna. 






K=[Kd zeros(modid,modip);zeros(modip,modid) Kp] 
M=eye(modip+modid) 
[ud1v] = impod(ud1) 
[ud2v] = impod(ud2) 
… 
[up5v] = impop(up5) 
Fid=[ud1v ud2v … ud10v] 
Fip=[up1v … up5v] 
Fi=[Fid zeros(3*nodid,modip);zeros(3*nodip,modid) Fip] 
Fida=Fid(1:3*nodicont,1:modid) 
Fipc=Fip(1:3*nodicont,1:modip) 
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Si ricavano a questo punto la matrice [Fid] (equivalente di dΦ ) affiancando tutti  i 
vettori colonna [udNv] ottenuti; operazione analoga si compie per ricavare la  matrice 
[Fip]. 
Vengono inoltre ricavate le sottomatrici [Fida] e [Fipc], le quali rappresentano i 
termini delle matrici [Fid] e [Fip] relativi esclusivamente ai nodi di contatto (nel caso 
sottostante viene ricavata [Fida]). 










































































































































Si determinano quindi i termini che compongono la matrice [ ]contK  relativa alla 

















 la quale verrà 
replicata lungo la diagonale principale tante volte quanti sono i nodi a contatto 
(parametro “nodicont”), fino all’ottenimento della matrice [Kcontdd]; un procedimento 
analogo viene svolto anche per determinarsi l’effetto dello smorzamento di contatto e 
per l’attrito, dove le due matrici [Acontdd] e [Scontdd] che si ottengono per quest’ultimo 
(derivanti dall’equilibrio della (3.7)) relative agli spostamenti ed alle velocità relative dei 
nodi a contatto sono caratterizzate dal replicare lungo la diagonale principale dei 
































cnCµ , in quanto viene legata 
la forza diretta tangenzialmente (seconda riga del miniblocco) con lo spostamento 
assiale dei corpi a contatto (terza 
colonna del miniblocco). 
Adesso è possibile ricavarsi 
la matrice [ ]assconnK  e tutte le altre 
matrici analoghe relative agli 
smorzamenti e agli effetti 
dell’attrito, procedendo in 
maniera analoga a quanto 
indicato nella (3.9) e nella 
(3.11), ossia mettendo dei 
blocchi di “zeri” in 
corrispondenza dei nodi non a 
contatto, per poi rispettivamente 
pre- e post-moltiplicare per le 




















; questa pratica è però 
sconsigliabile in quanto fa accrescere 
notevolmente l’ordine delle matrici che il 
software deve elaborare (si ricorda che i nodi a 
contatto sono una piccola parte dei nodi totali) 
causando tempi di calcolo molto lunghi. Si può 
dimostrare che la matrice *K  (chiamata nello 
script [Kcont]) che si otterrebbe con 
quest’ultima procedura è identica a quella che si ottiene non considerando i termini 
relativi ai nodi non a contatto, operando quindi con le matrici ridotte [Fida] e [Fipc] 
a=[1 1 0] 
a=diag(a) 






minibloccoa=[0 ; mu*kcn ; 0] 





Acontdd=Acontdd(1:3*nodicont , 1:3*nodicont) 

















Kcont=-[Kc11 Kc12 ; Kc21 Kc22] 
Acont=-[Ac11 Ac12 ; Ac21 Ac22] 
Scont=-[Sc11 Sc12 ; Sc21 Sc22] 
Ktot=K-Kcont-Acont 
Ctot=-Ccont-Scont 
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determinate precedentemente. Nel riquadro sono evidenziate solamente le operazioni 
compiute per le matrici relative alle rigidezze di contatto, visto che il procedimento da 
compiere per la costruzione delle matrici omologhe a *K  per gli smorzamenti e per gli 
effetti dell’attrito è il medesimo. Si ottiene quindi la matrice [Ktot] (equivalente della 
omonima ottenuta nella (3.4)) e la matrice [Ctot] che è l’equivalente per i termini relativi 
alla derivata temporale delle coordinate generalizzate. 
3.6.4 Determinazione degli autovalori del sistema dinamico 
La tecnica dello spazio di stato permette di determinare gli autovalori di un sistema 
dinamico con la forma 0=++
•••
qqq tottot KCM , 
















Il programma, oltre a calcolare l’entità degli autovalori stessi può darne una 
rappresentazione grafica sul piano complesso in modo da evidenziare subito la presenza 











Capitolo 4 – Descrizione apparecchiatura                                                                      45 
 
Capitolo 4 - Descrizione apparecchiatura 
4.1 Specifica tecnica 
4.1.1 Introduzione 
Il contatto tra due corpi in movimento tra loro comporta lo scambio di forze e la 
possibilità che nascano delle vibrazioni. Un fenomeno tipico causato da queste ultime è 
la rumorosità dei freni di qualsiasi autoveicolo. 
Nonostante queste vibrazioni siano provocate da più fenomeni differenti, le cause 
principali sono da attribuirsi a fenomeni di stick-slip, a deformazioni dell’elemento 
rotante (il disco) ed a determinati modi di vibrare si vengono a creare con particolari 
condizioni di contatto e che interessano tutti i componenti del freno stesso. In 
quest’ultimo caso il regime vibratorio che si instaura può essere instabile e portare ad 
una rumorosità inaccettabile, che di solito si presenta quando i due corpi a contatto 
hanno delle frequenze proprie di vibrazione molto simili. Invece l’insorgere del 
fenomeno dello stick-slip dipende dalla caratteristica relativadinamico V−µ  tra i corpi a 
contatto. 
Si richiede quindi la realizzazione di una attrezzatura capace di ricreare condizioni 
di funzionamento simili a quelle di un freno a disco e di monitorare l’andamento 
vibratorio del disco in modo da verificare sperimentalmente la propensione del freno ad 
essere rumoroso dopo una simulazione tramite un modello FEM dell’attrezzatura stessa. 
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4.1.2 Prestazioni richieste 
L’attrezzatura deve consentire l’effettuazione delle prove sia a disco fermo che con 
il disco in movimento. Nel primo caso l’eccitazione alla struttura viene fornita da un 
sistema che porta a contatto le pastiglie con la superficie del disco oppure con l’ausilio 
di un martello strumentato. La prova a disco fermo è necessaria per la determinazione 
delle frequenze proprie dell’attrezzatura. Invece le prove con il disco in movimento 
servono per determinare l’ampiezza delle vibrazioni del disco che si hanno in 
concomitanza con fenomeni di rumorosità del freno. 
L’attrezzatura deve consentire di variare la velocità di rotazione del disco fino ad un 
massimo di 900 giri/min e di regolare la forza a contatto tra le pastiglie ed il disco 
(anche indipendentemente tra le due pastiglie) fino ad un valore di 300 N per pastiglia. 
Inoltre l’attrezzatura deve presentare una rigidezza del supporto delle pastiglie in 
direzione verticale che sia regolabile in modo da poter variare la frequenza propria del 
modo di vibrare corrispondente da 600 Hz a 2000 Hz. 
L’attrezzatura deve inoltre consentire il distacco rapido delle pastiglie dal disco in 
qualsiasi momento durante il funzionamento e di un accostamento non impulsivo delle 
pastiglie contro il disco. 
L’attrezzatura deve consentire anche l’eventuale montaggio di dischi differenti, per 
un eventuale studio su dischi realmente utilizzati su autoveicoli. 
Le pastiglie dovranno avere una superficie di contatto con il disco a forma di settore 
di corona circolare di ampiezza angolare non maggiore di 45°. 
4.1.3 Condizioni da soddisfare 
 Pesi e ingombri 
La macchina dovrà essere posizionata su di un bancale a disposizione dell’officina; 
per questo non è consentito superare le dimensioni di 700mm x 600mm x 500mm. La 
massa complessiva non deve superare i 70 Kg. 
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 Interfacce 
L’attrezzatura consiste in una serie di componenti che vanno a sostituirne altri 
relativamente alla macchina progettata in [8]; in particolare i nuovi componenti 
dovranno interfacciarsi con quelli già presenti. 
Eventuali modifiche a particolari esistenti non devono alterare le caratteristiche di 
rigidezza, resistenza e funzionalità degli stessi e devono consentire la reinstallazione 
dell’attrezzatura precedentemente montata. 
Le caratteristiche dell’impianto elettrico e pneumatico che si hanno a disposizione 
nell’officina dove verrà installata l’attrezzatura sono: 
• Rete elettrica: Tensione alternata V=220V; Potenza massima P=2.5KW. 
• Impianto aria compressa: Pressione massima Pmax=10 Bar. 
 Condizioni ambientali 
Non si hanno particolari prescrizioni in quanto l’attrezzatura verrà utilizzata soltanto 
in officina; si hanno quindi: 
• Temperatura media: 20°C 
• Umidità relativa media: 80% 
 Condizioni di sicurezza 
Sono da predisporre dei sistemi di protezione atti a garantire l’incolumità 
dell’operatore per via della presenza di un disco che ruota con velocità angolari fino a 
900 giri/min. 
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4.2 Requisiti richiesti all’apparecchiatura 
L’obiettivo che ci si pone per la progettazione di questa macchina è di poter 
provocare fenomeni di squeal e di stick-slip tra il disco (quest’ultimo da intendersi come 
sottosistema, quindi si considera il disco insieme a tutti gli altri componenti che sono 
solidali ad esso) e la pinza, anch’essa comprensiva di tutti gli altri corpi ad essa collegati 
rigidamente. Come evidenziato nel paragrafo 1.3 si effettua quindi uno studio del LFS, 
per una frequenza massima del rumore di 4000 Hz. 
Si vuole quindi verificare la caratteristica dello squeal di dipendere 
dall’accoppiamento di particolari modi di vibrare del sistema “disco”4  e del sistema 
“pinza”, come già emerso in [3],[4]. In tali studi si evidenzia che lo squeal si presenta 
quando i modi di vibrare del disco  caratterizzati da spostamenti modali ortogonali al 
piano del disco hanno frequenze proprie molto vicine a quelle dei modi di vibrare delle 
pastiglie (supporto compreso) che hanno invece spostamenti sul piano del disco in 
direzione tangenziale (vedi Figura 4-1). 
Per quanto riguarda lo stick-slip è invece sufficiente fare in modo che non vi siano 
accoppiamenti tra le frequenze proprie dei modi “compatibili” con lo squeal (devono 
avere quindi valori ben differenti), in modo da escludere quel fenomeno tra le possibili 
cause del rumore che si genera. Lo stick-slip infatti è un fenomeno generato dal 
particolare andamento della caratteristica lativaDinamico VRe−µ  delle superfici a contatto, 
senza essere particolarmente influenzato dalle rigidezze che sono chiamate in causa per 
il fenomeno dello squeal. 
 
                                                
4
 Con “sistema disco” si intendono tutti i componenti, tra loro collegati, che si trovano dalla zona di 
contatto del disco con le pastiglie fino al “telaio”, ossia la piastra di base, mentre ovviamente il “sistema 
pinza” sarà l’equivalente dal lato delle pastiglie. 
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Spostamenti dele pastiglie




Figura 4-1 : gradi di libertà coinvolti nel fenomeno dello squeal (le configurazioni deformate 
sono indicate con le linee tratteggiate). 
E’ quindi necessario rendere possibile la regolazione delle frequenze proprie 
associate agli spostamenti modali tipici del fenomeno dello squeal di almeno un 
sottosistema, e per semplicità costruttiva e progettuale verrà variata la rigidezza rispetto 
allo spostamento verticale del supporto di entrambe le pastiglie. 
Un’altra caratteristica dell’apparecchiatura è quella di rappresentare il freno stesso in 
maniera più realistica rispetto ad altri studi che utilizzano una procedura simile, in 
quanto si utilizza come disco un corpo che per forma e dimensioni ricalca quello  che 
può essere un disco freno di una comune autovettura media, e come pinza un corpo che 
permette l’azionamento di due pastiglie le quali agiscono sulle due facce laterali del 
disco stesso. In [3],[4] infatti sono utilizzati dischi semplificati e di dimensioni non 
convenzionali, inoltre in [3] la pastiglia (che come già detto viene schematizzata con una 
trave che striscia sulla superficie laterale del disco) agisce su un solo lato del disco. 
Quindi, se i risultati sperimentali confermeranno le previsioni che si otterranno 
dall’analisi dinamica svolta secondo le procedure indicate nel Capitolo 3, sarà possibile 
studiare direttamente un modello FEM di un freno a disco reale in modo da avere 
un’indicazione sulla propensione allo squeal di quest’ultimo. 
La procedura da seguire è schematizzata in Figura 4-2, dove si hanno come dati  
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Figura 4-2 : schema della procedura per il dimensionamento dei vari sottosistemi. 
di input le dimensioni del disco e il layout di massima del “sistema pinza”. 
Il “sistema disco” viene quindi dimensionato normalmente, in base ai criteri di 
resistenza e rigidezza; una volta completamente definito viene compiuta una prima 
analisi modale di tutto l’assemblato relativo al “rotore”5, in modo da determinare il 
valore di frequenza alla quale corrispondono i modi propri che provocano spostamenti 
ortogonali al piano del disco stesso. Tali risultati diventano quindi dati di input per il 
dimensionamento del “sistema pinza”, nel senso che è necessario imporre che le 
frequenze proprie dei modi del “sistema pinza” che provocano spostamenti delle 
pastiglie in direzione tangenziale al disco (vedi Figura 4-1) siano gli stessi valori di 
frequenza determinati dall’analisi modale del “sistema disco”. 
Si rende inoltre  necessario dotare la macchina dell’apposita sensoristica ai fini di 
poter rilevare le deformazioni dei corpi e soprattutto la frequenza con la quale queste 
                                                
5
 Viene indicato con rotore la parte rotante del “sistema disco” solidale con il disco stesso, quindi il 
disco, il collare d’attacco, l’albero di trasmissione e la puleggia. 











Scelta di massima del 
“sistema pinza” 
 
Determinazione dei valori delle 
frequenze proprie dei modi 
caratterizzati da spostamenti 
“perpendicolari” al piano del disco 
 
Dimensionamento del “sistema 
pinza” imponendo l’uguaglianza tra 
le frequenze proprie del disco e  
quelle delle pastiglie in direzione 
tangenziale rispetto il disco.  
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avvengono; è possibile inoltre dotare l’attrezzatura di un microfono per rilevare le 
caratteristiche del rumore prodotto dal freno. 
E’ necessario prevedere la presenza di un sistema che consenta l’azionamento e lo 
sblocco delle pastiglie dalla posizione a contatto col disco per questioni di sicurezza e di 
durata di  tutta l’apparecchiatura (vedi 4.3.3). 
Recentemente sono stati compiuti in sede studi simili a questo per le vibrazioni della 
lama di una sega a disco ([7],[8],[9]) durante l’affilatura di quest’ultima, i quali hanno 
portato alla progettazione e realizzazione di una macchina capace di rilevare le 
vibrazioni flessionali del disco durante una simulazione di funzionamento ([8]). 
Viste quindi le analogie tra le caratteristiche funzionali e dimensionali della 
macchina già realizzata e quella da progettare è stato deciso di modificare e/o sostituire 
dei componenti della macchina presente ai fini di adattarla alla prova in questione. 
4.3 Descrizione di massima dell’apparecchiatura 
Si descrive ora l’attrezzatura progettata per realizzare le prove necessarie per lo 
studio in questione nel rispetto della specifica tecnica precedente. 
L’attrezzatura è composta da tre parti principali, ognuno con una determinata 
funzione: 
• Sistema disco: è il sottosistema costituito dal disco freno, dall’albero di 
trasmissione e da tutti i componenti collegati ad esso, oltre al supporto 
dell’albero. 
• Sistema pinza: è costituito dalle pastiglie, dal meccanismo di regolazione del 
precarico delle stesse, dal dispositivo di regolazione della fequenza 
d’oscillazione verticale delle pastiglie e dal supporto. 
• Meccanismo di sblocco: ossia il dispositivo pneumatico che ha la duplice 
funzione allontanare le pastiglie dalla superficie del disco quando richiesto e di 
fare accostare le stesse al disco in maniera non impulsiva per non creare 
ulteriori vibrazioni che potrebbero falsare le prove. 
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E’ inoltre necessario che i primi due sottosistemi siano riferiti tra di loro con una 
certa precisione, in particolare per quanto riguarda il parallelismo tra gli assi delle 
pastiglie e quello del disco in modo da evitare che le pastiglie striscino sulla superficie 
del disco “fuori squadra”. 
Inoltre si ha a disposizione in officina un motore asincrono trifase il quale ha il 
compito di far ruotare l’albero e il disco a determinate velocità angolari necessarie per lo 
svolgimento delle prove. La trasmissione del momento motore avviene grazie ad una 
cinghia trapezoidale, la quale ha il vantaggio di introdurre un quantitativo di vibrazioni 
minore rispetto ad una trasmissione ad ingranaggi o comunque attraverso corpi non 
flessibili. 
4.3.1 Sistema disco 
Il sistema disco deriva dal supporto portalama dell’attrezzatura realizzata per lo 
studio delle vibrazioni della lama delle seghe a disco progettata in [8]. Vengono 
mantenuti invariati i componenti relativi al supporto dell’albero e ai cuscinetti, mentre 
vengono sostituiti quelli relativi al calettamento del disco freno sull’albero, a causa delle 
differenti dimensioni di questo rispetto alla lama della sega a disco per il quale erano 
stati progettati. 
Infatti il disco freno viene vincolato ad un collare d’attacco tramite 4 viti e centrato 
rispetto ad esso attraverso le superfici come evidenziato in Figura 4-3. 
Il collare d’attacco ha inoltre la particolarità di consentire il montaggio del disco in 
una posizione tale che il piano di mezzeria dello spessore del disco coincida con il 
medesimo piano per la lama della sega. Questo permette di mantenere invariati i supporti 
per i sensori adibiti alle misurazioni delle deformazioni della superficie del disco. 
 














Figura 4-3 : sezione del collegamento albero-disco. 
Questo collare d’attacco viene reso solidale all’albero di trasmissione tramite il dado 
centrale che lo serra contro lo spallamento dell’albero. Il momento torcente viene 
trasmesso dall’albero al collare d’attacco tramite tre linguette disposte a 120° l’una 
dall’altra, in modo che non si creino, con gli intagli realizzati, delle direzioni 
caratterizzate da rigidezze differenti,  le quali farebbero perdere al rotore le 
caratteristiche tipiche dei corpi assialsimmetrici rotanti6. 
                                                
6
 Se viene persa la caratteristica di un corpo assialsimmetrico (oppure di corpo ciclico rotante, quali 
ad esempio ruote dentate o giranti palettate di turbine o compressori) non si presentano più modi di vibrare 
accoppiati, ossia caratterizzati dalla stessa frequenza propria e da forme modali identiche ruotate di 90° 
l’una dall’altra, ma due modi propri separati con frequenze e forme modali differenti.  
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 Sensorizzazione del disco 
Ai fini di determinare l’entità delle deformazioni del disco durante il regime 
vibratorio si utilizzano due trasduttori di posizione che rilevano lo spostamento in due 
punti particolari del disco stesso. Per la tipologia di vibrazioni e frequenze i sensori 
utilizzati sono i medesimi della attrezzatura relativa alla lama della sega a disco. 
Tali trasduttori sono quindi dei sensori a corrente parassita, con filettatura di 
collegamento M8x1 e privi di armatura. 
Un altro trasduttore analogo viene utilizzato anche per la rilevazione della velocità 
angolare dell’albero al quale è collegato il disco freno. 
La loro tensione di uscita va da 0 a -15V in condizioni di saturazione; tuttavia il 
campo di linearità è compreso tra 1 e 15V, con una sensibilità di 7,87mV/µm, per cui 
sarebbero possibili misurare spostamenti in un campo di 1,78 mm. Le schede di 
acquisizione a nostra disposizione consentono di misurare tensioni fino a -10V, per cui i 
sensori devono essere montati in maniera da misurare -5,5V in condizioni statiche. Si 
riescono perciò a misurare spostamenti all’interno di un campo di ±572 µm. 
La frequenza di acquisizione dei dati è compresa tra 0 e 10 KHz. 
Come spiegato in [8], i due sensori relativi alla misurazione delle deformazioni del 
disco devono essere montati a 90° l’uno dall’altro e permettere tale posizionamento per 
differenti valori di coordinata circonferenziale; è inoltre possibile modificare la 
posizione radiale dei due sensori, in modo da consentire di determinare il 
posizionamento dei sensori sempre all’interno del campo di funzionamento lineare degli 
stessi. 
 
4.3.2 Sistema pinza 
Il sistema pinza (Figura 4-4) assolve due funzioni fondamentali: sostiene le pastiglie 
contro la superficie del disco permettendo di regolare la forza di contatto reciproca e 
consente di regolare la rigidezza, in direzione tangenziale rispetto al disco, del supporto 
contenente le pastiglie. 
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Figura 4-4: rappresentazione del “sistema pinza” 
Queste due proprietà del sistema vengono svolte da due sottosistemi indipendenti, 
ossia il meccanismo di regolazione del precarico ed il meccanismo di regolazione della 
rigidezza. Infatti il sistema che permette di regolare il precarico è montato a valle del 
sistema che regola la rigidezza in direzione tangenziale, in modo che le due regolazioni 
non si influenzino a vicenda. 
E’ da tenere conto inoltre che tutto il sistema pinza non è costituito da nessun 
componente già presente nell’attrezzatura relativa allo studio della lama della sega a 
disco. 
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 Meccanismo regolazione precarico delle pastiglie 
Ai fini di poter distaccare le pastiglie dal disco e di rendere possibile la regolazione 
della forza di contatto sulla superficie del disco si rende necessario progettare un 
meccanismo che consenta tali operazioni. 
Il sistema scelto utilizza una molla elicoidale che agisce su uno spallamento ricavato 
nel corpo della pastiglia e su un altro ricavato in una ghiera, la quale si avvita nel 
supporto della pastiglia, quest’ultimo solidale al meccanismo di regolazione della 
rigidezza del “sistema pinza”. Avvitando e svitando tale ghiera (la quale ha un’estremità 
sagomata di forma esagonale per consentire l’utilizzo di una chiave inglese) si agisce 
sulla lunghezza della molla, la quale spinge la pastiglia contro il disco con una forza che 










Figura 4-5: sezione del sistema di regolazione del precarico di una pastiglia; è rappresentata la 
configurazione con la molla alla lunghezza di riposo. 
Misurando la distanza che si ha tra il bordo più esterno della ghiera e un qualsiasi 
riferimento sul corpo della pastiglia si determina, una volta nota la rigidezza della molla, 
l’entità effettiva della forza di contatto della pastiglia contro il disco. 
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La molla utilizzata deve soddisfare dei requisiti d’ingombro e di rigidezza; E’ infatti 
necessario che le sue dimensioni siano compatibili con quelle dei corpi che costituiscono 
il supporto della pastiglia (in particolare con la ghiera di regolazione e la pastiglia 
stessa). Per quanto riguarda la rigidezza della molla, non è stato possibile utilizzare una 
molla troppo rigida in quanto avrebbe fatto perdere sensibilità alla regolazione con la 
ghiera; d’altro canto, una molla troppo cedevole avrebbe richiesto una filettatura della 
ghiera eccessivamente lunga. La molla scelta è caratterizzata da una rigidezza pari a 
30,31 N/mm.   
Nonostante questo sistema consenta di regolare la forza di contatto e di distaccare le 
pastiglie dal disco applicando alle stesse una forza verso l’esterno, presenta il difetto di 
effettuare le regolazioni del precarico esclusivamente con le pastiglie a contatto col 
disco, per cui questo dovrà rimanere fermo; non è però possibile (pena eccessivo 
dispendio di energia ed usura di disco e pastiglie) accelerare il disco con le pastiglie 
serrate su di esso. 
Per una tale problematica sono state ipotizzate due soluzioni: 
• Viene utilizzato un perno che blocca la pastiglia ad una certa distanza (nota a 
priori) dal disco, e viene regolato il precarico tenendo conto anche di questa 
distanza. Non è necessario, se non per questioni di sicurezza, arrestare il disco 
durante questa operazione. Si ha però l’inconveniente relativo alla diminuzione 
di precarico all’aumentare dell’usura del disco o della pastiglia 
• Viene sfruttato il dispositivo di sblocco trattato nel paragrafo 4.3.3 per poter 
mantenere le pastiglie non a contatto con il disco una volta che è stato regolato 
il precarico con le pastiglie appoggiate al disco; comandando questo dispositivo 
vengono accostate le pastiglie al disco con la forza generata esclusivamente dal 
precarico delle molle regolato precedentemente. Questo sistema presenta però 
l’inconveniente di richiedere l’arresto del disco ad ogni regolazione. 
Una terza soluzione possibile è costituita dalla combinazione delle due sopra 
menzionate; per questioni di sicurezza per l’operatore è comunque preferibile arrestare il 
disco in ogni caso, per cui viene scelta la seconda soluzione costruttiva.  
E’ inoltre necessario dotare il supporto della pastiglia di un riferimento che 
impedisca la rotazione della pastiglia intorno all’asse del foro del supporto stesso. A tal 
Capitolo 4 – Descrizione apparecchiatura                                                                      58 
 
fine viene quindi realizzata una scanalatura lungo una generatrice del corpo della 
pastiglia nella quale si impegna un bullone avvitato sul supporto. 
 Meccanismo di regolazione della rigidezza del supporto 
La possibilità di variare la rigidezza secondo una determinata direzione del supporto 
delle pastiglie si ottiene creando un supporto che sia a flessibilità variabile. 
Gli elementi elastici sono costituiti da due travi a sezione rettangolare alle quali sono 
resi solidali ad una estremità i supporti della pastiglia (uno per trave) tramite 4 bulloni 
M5. 
L’altra estremità della trave invece è vincolata tramite viti mordenti ad una 
squadretta a sua volta solidale col supporto il quale ha la funzione di sostenere le due 
travi flessibili all’altezza necessaria per consentire l’allineamento dell’asse del disco con 
il piano determinato dagli assi delle due travi; il supporto ha inoltre la caratteristica di 
essere notevolmente più rigido rispetto alle due travi in modo da non influenzare, con la 
propria flessibilità, le vibrazioni del supporto della pastiglia. Tale supporto viene 
ricavato lavorando due spezzoni di barra IPE 180 e successivamente saldati insieme. Ai 
fini di incrementare ulteriormente la rigidezza del supporto vengono saldate su di esso 
delle alette di rinforzo, in modo da limitare fenomeni di flessioni “parassite”. 
Le due travi vengono serrate contro il supporto attraverso una staffa disposta 
trasversalmente rispetto ad esse, la quale stringe le travi contro uno spessore appoggiato 
sulla superficie superiore del supporto; in corrispondenza di questa superficie vengono 
ricavate delle asole dove sono introdotti i bulloni per il serraggio della staffa contro il 
supporto in modo da rendere variabile la posizione della staffa e dell’appoggio rispetto 
la direzione assiale delle travi (quindi più o meno vicine alla squadretta, come 
evidenziato in Figura 4-6). E’ così possibile variare la rigidezza flessionale del sistema 
pinza, in quanto la parte di trave che si trova a sbalzo rispetto alla staffa può avere 
lunghezze differenti, e di conseguenza anche rigidezze differenti, comportandosi 
approssimativamente come una trave a mensola.(vedi paragrafo A.2.1). 









Figura 4-6 : principio di funzionamento del meccanismo di regolazione di rigidezza del 
supporto. 
Inoltre il sistema costituito da una trave a mensola ha il vantaggio che il legame tra 
lunghezza di inflessione e frequenza propria è non lineare, cosa che consente di limitare 
gli ingombri complessivi.  
4.3.3 Meccanismo di sblocco 
Il meccanismo di sblocco ha la funzione di allontanare la pastiglie dal disco quando 
richiesto e di consentire un accostamento verso le superfici del disco nella maniera più 
ripetibile possibile. 
Il sistema  (Figura 4-7)è quindi costituito da due leve verticali infulcrate ad una 
estremità su di un supporto verticale solidale alla piastra di base. All’estremità superiore 
è collegato un uniball solidale ad un attuatore pneumatico a doppio effetto; all’altra 
estremità dell’attuatore è avvitato un puntone tubolare, il quale è avvitato all’altra 
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estremità ad un componente capace di interfacciare il puntone con un uniball analogo al 
precedente. A questo uniball è collegata una leva in tutto e per tutto analoga a quella 








Figura 4-7 : rappresentazione del meccanismo di sblocco delle pastiglie. 
Nella parte intermedia di ogni leva viene ricavata una asola all’interno della quale si 
introduce un’asticella (che svolge la funzione di un tirante) avvitata all’estremità esterna 
del corpo della pastiglia; entrambe le leve vengono divaricate dall’attuatore verso 
l’esterno, per cui, tramite un dado e controdado avvitato sull’asticella, viene esercitata 
una forza di trazione sulla pastiglia che tende a comprimere le molle di precarico e a 
distaccare le pastiglie dalla superficie del disco. 
Sul lato interno di ogni supporto della leva è stata applicata una vite di riscontro; tale 
vite ha la funzione di impedire che il sistema sia labile una volta che l’attuatore è tutto 
chiuso e le leve non sono a contatto con il dado e controdado dell’asticella. Infatti è 
necessario svincolare il sistema di sblocco dalle pastiglie una volta che le pastiglie sono 
a contatto col disco per evitare che la sua presenza influenzi il comportamento vibratorio 
del sistema pinza; la presenza di queste due viti è indispensabile in quanto vengono 
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bloccate le leve impedendo ogni movimento delle stesse quando si è nella 
configurazione relativa all’attuatore completamente chiuso. 
Agendo sulle varie viti presenti sul meccanismo di sblocco (viti di riscontro, dado e 
controdado delle asticelle, filettature di collegamento degli uniball, del puntone tubolare 
e dell’attacco tra quest’ultimo e il relativo uniball) si riesce a registrare correttamente 
tutto il meccanismo in modo che possa compiere efficacemente il proprio compito. 
Il sistema pneumatico del meccanismo di sblocco deve alimentare l’attuatore in 
modo da farlo estendere, vincendo la resistenza delle molle di precarico; l’azionamento 
dell’attuatore in fase di contrazione invece deve avvenire soltanto quando le pastiglie 
sono giunte a contatto con la superficie del disco, per svincolare le leve dalle pastiglie. 
La fase di accostamento delle pastiglie verso il disco invece viene provocata dalle molle 
di precarico che richiamano le leve facendo comprimere l’attuatore; si ha perciò una 
azione frenante da parte dell’attuatore nei confronti del movimento di accostamento 
delle pastiglie, impedendo di conseguenza l’insorgere di vibrazioni derivanti da un 
contatto impulsivo tra le pastiglie ed il disco. 
 Sistema pneumatico utilizzato 
L’azionamento del meccanismo di sblocco viene realizzato da un attuatore 
pneumatico a doppio effetto caratterizzato dalla corsa e dall’alesaggio entrambi pari a 25 
mm. 
La forza richiesta all’attuatore per provocare il distacco deve essere tale da vincere il 
precarico della molla che agisce sulla pastiglia e da garantire anche una ulteriore 
compressione dovuta allo spostamento che viene applicato alle pastiglie, il quale è stato 
imposto pari a 3 mm. 
Sfruttando il rapporto di leva (pari a 5:1) si riesce a determinare una configurazione 
di forze e di spostamenti compatibile con l’attuatore scelto, il quale viene alimentato da 
aria compressa alla pressione di 2,8 bar. 
L’attuatore viene anche alimentato in contrazione in modo da consentire il distacco 
delle leve dalle asticelle che comandano le pastiglie una volta che sono giunte a contatto 
con il disco, escludendo di fatto tutto il meccanismo di sblocco dal sistema vibrante; 
ciononostante la prima parte della corsa di contrazione (ossia dalla posizione delle 
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pastiglie staccate dal disco fino al loro contatto) avviene anche grazie alla forza delle 
molle di precarico; è presente quindi una valvola di commutazione a comando manuale 
sul circuito pneumatico con la quale si determina la il verso della corsa dell’attuatore; sul 
circuito pneumatico è applicata anche una valvola che limita il flusso soltanto in una 
direzione in modo da regolare la velocità delle pastiglie in un verso solo, diminuendo 
quello relativo al movimento verso il disco evitando contatti troppo violenti tra i corpi. 
Una volta che le pastiglie sono a contatto non si ha più la forza generata dalle molle per 
cui il pistone si richiude autonomamente azionato dall’aria compressa dell’impianto 
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Capitolo 5  Criteri di progettazione 
dell’apparecchiatura 
5.1 Determinazione forze di contatto disco-pastiglia 
I freni a disco utilizzati in ambito automobilistico sono definiti ad accostamento 
rigido, in base ai gradi di libertà che la pastiglia ha nei confronti del moto relativo col 
disco; nel caso considerato si ha solo un moto traslatorio in direzione parallela all’asse 
del disco. 
Altri tipi di accostamento (non utilizzati in ambito automobilistico) sono quelli 
denominati “libero” e “semilibero” [12], definiti in base a quanti gradi di libertà 
rotazionali ha la pastiglia nei confronti del disco (rispettivamente 2 e 1). 
Per i calcoli verrà fatta l’ipotesi che la zona di contatto tra disco e pastiglia abbia la 
forma di un settore di corona circolare; inoltre verrà ritenuta valida l’ipotesi di Reye per 
quanto riguarda l’andamento delle pressioni di contatto in funzione del raggio: 
r
krp =)(   
dove k è una costante che dipende dalla forza normale applicata sulle pastiglie (che è 
direttamente proporzionale alla pressione del liquido nel circuito idraulico dei freni e 
quindi alla forza applicata al pedale). 
Calcolando l’integrale della distribuzione della pressione di contatto sulla superficie 
di contatto si può determinare la forza normale da applicare alle pastiglie e anche il 
momento frenante risultante per il freno stesso: 
 
(5.1) 





Re Zona contato 
disco-pastiglia
 
Figura 5-1 : schematizzazione del contatto disco-pastiglia 
Si ottiene quindi la forza assiale N e il momento frenante fM , tenendo conto di un 
coefficiente d’attrito dinamico f tra i due membri a contatto: 









































dove mR (raggio medio) è la media aritmetica dei  2 raggi  che definiscono il settore 








Se, come nei freni a disco di uso comune, le pastiglie sono da entrambi i lati del 
disco il momento frenante ovviamente raddoppia a parità di forza normale esercitata da 
ogni pastiglia. A questo punto, conoscendo le caratteristiche geometriche del disco e 
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dinamico f ) e il momento frenante che il disco deve sviluppare, è possibile ricavare lo 
sforzo sul pedale necessario, ipotizzando l’assenza del servofreno. 
5.2 Determinazione carichi da applicare per l’esecuzione delle prove 
In base a quanto determinato nel paragrafo 5.1 è possibile determinare la forza N 
con la quale ogni pastiglia viene compressa contro la superficie del disco. 
I dati di input riguarderanno sia le caratteristiche meccaniche (coppia, potenza e 
numero di giri) del motore elettrico sia le caratteristiche geometriche del disco, oltre 
ovviamente al valore del coefficiente d’attrito tra disco e pastiglia. 
Per quanto riguarda il motore asincrono trifase in dotazione si ha: 
• Potenza massima KWP 2.2=  
• Coppia nominale NmC 4.13=  
• Numero di giri massimo /min2860max girin =  
Per quanto riguarda il disco si ha (vedi Figura 5-1): 
• mmRe 120=  
• mmRi 5.87=  
• 2.0=
−acciaioacciaiof  
E’ necessario stabilire la velocità di rotazione del disco nel corso delle varie prove 
effettuate sull’apparecchiatura in questione: essendo il disco di dimensioni paragonabili 
a quelle di una normale autovettura è ragionevole farlo ruotare a velocità angolari tipiche 
di un normale funzionamento su di un autoveicolo; ipotizzando quindi una circonferenza 
di rotolamento di un ipotetico pneumatico pari a 1,81m si ricavano le velocità angolari 
dell’albero alle ipotetiche velocità del veicolo pari a 20 Km/h, 60 Km/h e 100 Km/h. Si 
ottiene di conseguenza: 
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)/( hKmVveicolo  min)/(giridiscoω  )(Hzf disco  
20 184 3.06 
60 552 9.18 
100 920 15.30 
Tabella 1 : velocità angolari e relative frequenze del moto del disco per le varie prove. 
Relativamente alla forza di contatto disco-pastiglia (chiamata anche precarico) il 
limite massimo applicabile è determinato dall’entità del momento frenante che si viene a 
creare in quanto (a meno del rapporto di trasmissione tra motore e albero, che nel caso in 
questione viene mantenuto 1:1) quest’ultimo deve comunque essere minore della coppia 
motrice erogata dal motore in modo che la prova possa essere condotta in condizioni 
stazionarie, evitando quindi che il disco si blocchi sotto l’azione dello strisciamento 
delle pastiglie. 
Con il rapporto di trasmissione unitario, la coppia motrice massima vale 
NmCm 4.13
max
= , per cui si sceglie di applicare momenti frenanti rispettivamente di 10, 5 
e Nm5.2 . Il relativo precarico da applicare per ogni pastiglia viene determinato con la 










2,5 60,25 200 0,05 
2,5 60,25 550 0,14 
2,5 60,25 900 0,24 
5 120,5 200 0,10 
5 120,5 550 0,29 
                                                
7
 Per le prove sono stati scelti valori di velocità angolare che, espressi in numero di giri al minuto, 
avessero delle cifre “tonde”: sono quindi stati approssimati i valori ottenuti in Tabella 1 in base a questo 
fatto. 
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5 120,5 900 0,47 
10 241 200 0,21 
10 241 550 0,58 
10 241 900 0,94 
Tabella 2 : elenco delle condizioni delle prove. 
Si può notare come la potenza dissipata valga al massimo 0.94 KW, valore prossimo 
alla metà della potenza nominale del motore elettrico stesso, per cui il motore dovrebbe 
essere capace di trascinare il disco anche nelle condizione più sfavorevoli (massimo 
momento frenante alla massima velocità angolare). 
5.3 Modellazione FEM del “sistema disco” 
Come illustrato nello schema in Figura 4-2 è necessario compiere l’analisi modale 
del “sistema disco” relativamente ai componenti che costituiscono il rotore (quindi 
disco, collare d’attacco, albero, puleggia e tutti gli altri organi di collegamento) in modo 
da determinare i valori delle frequenze proprie che dovranno caratterizzare il “sistema 
pinza”. 
Per compiere tale operazione questi componenti vengono modellati attraverso il 
software di modellazione solida PROE Wildfire; sempre con il solito programma questi 
corpi vengono assemblati in modo da formare il complessivo del quale si vuole svolgere 
l’analisi modale, oltre ad assegnare ad ogni corpo le proprietà fisiche e meccaniche del 
materiale del quale essi sono costituiti. 
E’ bene ricordare che per la successiva analisi modale del modello FEM del rotore 
non è necessario un livello elevato di dettaglio nella modellazione dei solidi; vengono di 
conseguenza eliminati gli spallamenti, le cave, i fori e quant’altro non ha importanza ai 
fini della massa e della rigidezza dei corpi, in modo da limitare il numero dei nodi 
necessario per definire completamente il corpo e ridurre così il tempo di calcolo. 
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Durante l’assemblaggio viene imposto che i vari componenti siano reciprocamente 
vincolati attraverso le loro interfacce in maniera rigida: ciò  equivale ad imporre che 
sulle superfici a contatto tra i corpi non deve esserci spostamento relativo relativo dei 
nodi dei rispettivi componenti. 
Viene inoltre vincolato tutto l’assemblato venutosi a creare, bloccando lo 
spostamento radiale dei nodi superficiali (cerchiati in giallo in Figura 5-2) in 
corrispondenza delle zone a contatto con gli anelli interni dei cuscinetti del supporto, lo 
spostamento assiale in corrispondenza del primo spallamento dopo il disco (cerchiato in 
rosso) e lo spostamento tangenziale dei nodi (cerchiati in rosa) sulla superficie della 
scanalatura a “V” della puleggia dove si impegna la cinghia di trasmissione.  
 
Figura 5-2 : rappresentazione della disposizione dei vincoli dell’assemblato relativo al rotore. 
Sempre all’interno di PROE viene eseguita la discretizzazione dell’assemblato, al 
quale vengono assegnati dei parametri8 per quanto riguarda il controllo della mesh  
relativi alla tipologia di elemento (tetraedrico) ed alla dimensione degli elementi 
                                                
8
 All’interno del programma PRO/Meccanica per la meshatura dell’assemblato è possibile assegnare 
un parametro, denominato mesh control, per regolare la dimensione degli elementi che verranno a crearsi: 
è possibile scegliere se imporre la dimensione massima dell’elemento, la dimensione minima oppure il 
numero di divisioni che si possono avere in una linea, superficie, etc. Nel caso in questione è stata scelta la 
dimensione minima degli elementi di tutti i componenti dell’assemblato pari a 7,5mm.  
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costituenti la mesh stessa; con un “meshcontrol” pari a 7,5mm applicato ad ogni corpo è 
stata ottenuta la discretizzazione visibile in Figura 5-3. 
 
Figura 5-3 : meshatura dell'assemblato del rotore eseguita in ambiente PROE con un 
meshcontrol di 7,5mm. 
E’ quindi possibile esportare un file .ans (leggibile come un file di testo) generato da 
PROE che verrà successivamente letto da ANSYS il quale effettuerà l’analisi modale 
vera e propria. Prima però è necessario modificare questo file (Figura 5-4) in 
  
Figura 5-4 : modifica del tipo di elementi utilizzato nel file di testo. 
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quanto PROE, tramite quest’ultimo, impone ad ANSYS di discretizzare il pezzo 
utilizzando gli elementi di tipo SOLID929, mentre per le nostre analisi sono richiesti gli 
elementi SOLID7210 in quanto per le successive simulazioni sono sufficienti 4 nodi per 
elemento. Verifiche preliminari su strutture note a priori hanno dimostrato che non si 
commettono errori operando una modifica del genere. 
All’interno di ANSYS viene scelto come “mode extraction method” l’algoritmo di 
Block-Lanczos per estrarre tutti i modi propri per le frequenze d’interesse (da 0 a 4000 
Hz) per il rotore in questione. 
5.3.1 Risultati analisi modale del disco 
Applicando la metodologia sopra illustrata si ottengono le seguenti frequenze 
relative ai modi propri del rotore: 
 
                                                
9
 L’ elemento SOLID92 è un elemento tetraetrico a 10 nodi con tre gradi di libertà per ogni nodo 
(traslazione lungo gli assi x, y e z). L’elemento ha inoltre capacità di plasticità, creep, stress stiffening e 




 L’elemento SOLID72 è anch’esso un elemento tetraedrico, però, a differenza del precedente 
SOLID92, è dotato di 4 nodi (uno per vertice del tetraedro) ma con 6 gradi di libertà per nodo (le tre 
traslazioni rispetto gli assi x, y e z e le tre rotazioni intorno agli stessi assi). Le funzioni di forma in questo 
caso sono lineari. 
. 
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modo n° Frequenza (Hz) modo n° Frequenza (Hz) 
1 297 7 2032 
2 1037 8 2044 
3 1042 9 2508 
4 1778 10 2534 
5 1806 11 3442 
6 1817 12 3452 
Tabella 3 : frequenze relative ai modi propri del rotore. 
Le forme modali vengono inoltre rappresentate graficamente da ANSYS nelle figure 
successive nelle quali viene indicato, tramite la mappa dei colori, l’entità degli 
spostamenti nodali nella direzione ortogonale al piano del disco, il quale è indicato come 
causa di fenomeni di squeal. 
 
 
Modo 1: torsionale Modo 2 : primo modo con 1 diametro 
nodale del disco 
 
 
Modo 3 : secondo modo con 1 diametro nodale 
del disco 
Modo 4 : circonferenziale 




Modo 5 : primo modo con 2 diametri nodali 
del disco 
Modo 6 : Secondo modo con 2 diametri 
nodali del disco 
 
 




Modo 9 : primo modo con 3 diametri nodali 
del disco 
Modo 10 : secondo modo con 3 diametri 
nodali del disco 




Modo 11 : primo modo con 4 diametri 
nodali del disco 
Modo 12 : secondo modo con 4 diametri 
nodali del disco 
 
5.4 Criteri di scelta delle soluzioni per il supporto pinza 
La struttura del sistema pinza deve essere a rigidezza regolabile in modo da poter 
variare le frequenze proprie dei modi che provocano spostamento tangenziale delle 
pastiglie rispetto al disco, in modo da creare artificialmente una situazione di probabile 
squeal (vedi 4.2). 
Un esame delle rappresentazioni grafiche delle forme modali del rotore (vedi nelle 
figure precedentemente riportate) porta alla conclusione che soltanto la prima frequenza 
propria (297 Hz, relativa alla torsione dell’albero) è associata ad un modo che non 
presenta spostamenti nodali capaci di provocare squeal interagendo con la pinza. La 
frequenza più bassa che può provocarlo è quindi 1037 Hz. 
In base a questi valori sarà sufficiente fare in modo che il supporto, nella sua 
configurazione meno rigida, presenti una frequenza propria relativa ad un modo 
caratterizzato da spostamenti delle pastiglie tangenziali rispetto al disco che sia minore 
di 1037 Hz, in modo da escludere preventivamente fenomeni di squeal per consentire 
all’apparecchiatura la possibilità di eseguire studi sul fenomeno dello stick-slip. 
Inoltre si vuole che in tutto il range di frequenze coperto dalla regolazione di 
rigidezza del supporto siano attraversati più di un modo di vibrare (ortogonali al piano) 
del disco. 
Alla luce di queste ultime due caratteristiche si definiscono i limiti da imporre per le 
frequenze proprie del supporto pinza in direzione tangenziale rispetto al disco: 














Questi due parametri sono stati utilizzati come criterio base per la scelta della 
soluzione costruttiva del sistema pinza ed il relativo dimensionamento dei componenti di 
quest’ultimo. 
5.5 Modellazione FEM del “sistema pinza” 
Viene eseguita una analisi modale del “sistema pinza” ai fini di verificare l’effettiva 
funzionalità del meccanismo di regolazione della rigidezza: si vuole riscontrare la 
presenza di almeno un modo proprio di vibrare caratterizzato da spostamenti verticali 
della pastiglia dotato di una frequenza che attraversi tutto il range di frequenze imposto 
(da 750 a 1800 Hz). Questo vuol dire che quasi sicuramente si può presentare un 
“matching” tra le frequenze proprie del disco  e della pinza agendo sul sistema di 
regolazione. 
Per quanto riguarda la discretizzazione dell’assemblato,  viene seguita una procedura 
analoga a quella utilizzata per l’analisi FEM del “sistema disco” (5.3): viene quindi 
eliminato dal modello tutto ciò che non contribuisce al comportamento vibratorio 
(smussi, raccordi, etc.) ma che può allungare i tempi di calcolo a causa del maggior 
numero di elementi richiesti per la definizione dei corpi. 
In questo caso è stato imposto un “meshcontrol” pari a 12mm, generando la 
disposizione degli elementi visibile in figura: 
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Figura 5-5 : immagine del modello FEM del sistema pinza. 
Sono state fatte anche delle approssimazioni per quel che riguarda il collegamento 
reciproco tra i vari corpi, ai fini di semplificare il modello pur mantenendolo il più 
possibile realistico: 
• Il sistema costituito dalla staffa, dall’appoggio sotto gli elementi elastici e dai 
sei bulloni di fissaggio è stato modellato come un corpo unico, ed è stato 
ipotizzato che le superfici di contatto tra questo corpo e gli altri componenti del 
sistema pinza siano vincolate tra di loro. 
• Non è stato considerato l’elemento elastico rappresentante la molla di precarico 
della pastiglia; la pastiglia viene quindi resa solidale al proprio supporto 
“incollando” la superficie a contatto con esso. Questa semplificazione non 
influenza particolarmente il comportamento dinamico del sistema in quanto la 
Capitolo 5 – Criteri di progettazione dell’apparecchiatura                                            76 
 
frequenza propria del sistema molla-pastiglia  (dell’ordine di 40 Hz)11 è molto 
più bassa delle frequenze relative al fenomeno dello squeal. 
La superficie inferiore del supporto del sistema pinza viene bloccata: questo vincolo 
si realizza imponendo lo spostamento nullo dei nodi appartenenti alla suddetta superficie 
(vedi Figura 5-6). Un vincolo del genere simula il collegamento tra il supporto e la 
piastra di base, quest’ultima considerata infinitamente rigida. 
 
Figura 5-6 : vincoli applicati al supporto del sistema pinza. 
E’ possibile quindi eseguire le varie analisi modali del sistema pinza, in modo da 
determinare le frequenze e le forme modali relative ai modi di vibrare dell’assemblato. 
Vengono compiute quattro analisi modali, ognuna relativa ad una differente 
regolazione della rigidezza del supporto, utilizzando una metodologia in tutto e per tutto 
identica a quella utilizzata per il sistema disco. Le configurazioni di rigidezza scelte per 
queste prove corrispondono a quattro posizioni della staffa superiore: le due posizioni 
estreme e due posizioni intermedie equispaziate tra di loro. 
                                                
11
 Il sistema molla-pastiglia si può considerare come un semplice sistema massa-molla ad un grado di 
libertà; la molla è caratterizzata da una rigidezza mmNk /31,30= , mentre la massa della pastiglia è 
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5.5.1 Risultati analisi modale del sistema pinza 
Nella Tabella 4 sono elencate tutte le frequenze proprie del sistema pinza relative 
alle varie regolazioni di rigidezza; sono evidenziate in giallo le frequenze relative ai 












– Frequenza (Hz)  
1 461 483 464 456 
2 673 681 648 621 
3 876 897 839 660 
4 1260 1171 962 712 
5 1293 1206 1026 946 
6 1363 1350 1315 1224 
7 1392 1374 1368 1247 
8 1890 1672 1384 1342 
9 1999 1743 1419 1371 
10 2694 2158 2013 1781 
11 2847 2579 2274 1886 
12 3155 2767 2331 1983 
13 3530 2961 2453 2194 
14 3543 3006 2520 2446 
15 3755 3539 3262 2588 
16 3823 3645 3296 2726 
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17 3911 3849 3486 2825 
18 3929 / 3512 3146 
19 / / 3838 3731 
20 / / 3917 3789 
21 / / 3992 3842 
22 / / / 3979 
Tabella 4: Frequenze relative ai modi propri di vibrare del sistema pinza per differenti 
regolazioni della rigidezza. 
Si nota che tali frequenze crescono con l’aumentare della rigidezza, e che i valori 
ottenuti rispettano la condizione posta nel paragrafo 5.4 relativa al range di frequenze 
ottenibile con il meccanismo di regolazione. 
Ovviamente le varie regolazioni influenzano anche le frequenze relative agli altri 
modi di vibrare in maniera differente: alcune forme modali sono poco influenzate (ad 
esempio quella caratteristica del primo modo di vibrare, che è rappresentata da 
un’oscillazione laterale della parte superiore del supporto pinza), altre invece vengono 
modificate sensibilmente. 
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Capitolo 6  Analisi e risultati 
6.1 Modellazione FEM dei sistemi 
La procedura MATLAB utilizzata per il calcolo degli autovalori del sistema 
dinamico (vedi Capitolo 3) comprendente sia il sistema disco che il sistema pinza 
richiede dei requisiti fondamentali per quanto riguarda la disposizione e la numerazione 
dei nodi dei modelli FEM realizzati. 
Sono richiesti infatti: 
• i nodi a contatto dei due corpi devono avere le stesse coordinate nodali e il 
solito numero ad essi associato. 
• la numerazione dei nodi di ogni sistema deve iniziare dai nodi a contatto. 
Non sono invece previsti particolari prescrizioni per tutti gli altri nodi dei sistemi. 
Alla luce di questo fatto i due modelli FEM sono stati discretizzati in una maniera 
"composta", disponendo prima i nodi relativi alle zone a contatto avendo cura che il loro 
numero e le relative coordinate nodali fossero i medesimi per entrambi i sistemi, mentre 
gli altri nodi sono stati disposti successivamente in maniera automatica dal programma 
utilizzato. Questo fatto risulta evidente osservando i due sistemi discretizzati (Figura 6-1 
e Figura 6-2), dove si nota una disposizione regolare ed ordinata dei nodi nella zona di 
contatto a fianco di altri nodi disposti in maniera irregolare. 
Relativamente al sistema pinza, va detto che la staffa è stata approssimata con un 
elemento massa (di valore appropriato), la quale posizione varia a seconda della 
condizione di vincolo che il modello vuole rappresentare; così è possibile tenere conto 
della variazione della posizione della staffa senza aumentare il numero di nodi utilizato, 
in modo da non aumentare ulteriormente i tempi di calcolo. 
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Figura 6-1: disposizione regolare degli elementi della zona di contatto di una pastiglia. 
 
Figura 6-2: disposizione regolare degli elementi nella zona di contatto del disco; si noti la 
differente disposizione degli altri elementi. 
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I vincoli dei due sistemi sono rimasti i medesimi che erano stati utilizzati nel primo 
modello FEM necessario, i quali riproducevano fedelmente le reali condizioni di vincolo 
applicate ai due corpi. 
6.2 Svolgimento simulazioni 
Le simulazioni che si possono svolgere permettono di determinare il comportamento 
vibratorio dell’attrezzatura progettata al variare di una serie di parametri; si ha un 
parametro di tipo strutturale (la rigidezza del sistema pinza) e i parametri che regolano il 
contatto tra i corpi. 
Riassumendo, le possibilità di intervento coinvolgono i seguenti parametri: 
• Rigidezza del supporto della pinza (vengono inseriti come dati di input analisi 
modali relative a modelli FEM del supporto pinza con posizionamenti differenti 
della staffa di bloccaggio). 
• Coefficiente d’attrito µ . 
• Rigidezza di contatto in direzione normale e tangenziale (vedi Figura 3-3). 
• Smorzamento di contatto anch’esso in direzione normale e tangenziale. 
Si ha quindi un totale di 6 parametri sui quali intervenire; la determinazione del 
probabile squeal avrebbe richiesto un numero di prove eccessive causando un eccessivo 
dispendio di tempo. 
E’ stato scelto di variare solo un parametro per volta, in modo da valutare il 
contributo di ognuno di essi al comportamento vibratorio di tutta l’attrezzatura. 
Viene inoltre svolta una approssimazione: il rapporto tra i valori di CnK e CtK  e tra 
quelli di CnC e CtC  viene mantenuto costante, in analogia con i risultati ottenuti in [3]. 
6.2.1 Effetto della rigidezza del supporto pinza 
Sono state compiute delle simulazioni relative a differenti posizionamenti della 
staffa di bloccaggio; gli altri parametri imposti a priori avevano i seguenti valori: 
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• 60,=µ  
• mmNKmmNK CtCn /500;/3000 ==
12
 
• mmNCmmNsC CtCn /001680;/0220 .. == . 
Le posizioni di bloccaggio utilizzate per le simulazioni sono state tre: quelle estreme 
(ossia rigidezza minima e massima) ed un posizionamento della staffa a 45mm dal bordo 
della squadretta che vincola le travi, in modo da studiare anche una configurazione 
relativa ad una rigidezza intermedia. 
I dati di output forniti da MATLAB sono riassunti nelle figure successive, e 
denotano la presenza di un autovalore a parte reale positiva per le due configurazioni più 
rigide; è interessante notare come la parte immaginaria di tale autovalore (relativo quindi 
ad una frequenza di circa 2200 Hz) non venga modificata dalla variazione di rigidezza 
della struttura, almeno per il campo di rigidezze sui quali è possibile operare. 
 
 Mappa degli autovalori per la configurazione con rigidezza minima. 
                                                
12
 Questi valori sono da intendersi come la rigidezza di contatto associata ad ogni nodo a contatto, e 
sono stati determinati utilizzando i valori di rigidezza di contatto per unità di lunghezza determinati in [3]. 
Il valore da immettere dipende dal numero di nodi a contatto. 
Ovviamente questo vale anche per il valore dello smorzamento di contatto. 
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Mappa degli autovalori per la configurazione a rigidezza intermedia 
 
Mappa degli autovalori per la configurazione a rigidezza massima 
6.2.2 Effetto del coefficiente d’attrito 
E’ stata svolta una serie di simulazioni ai fini di determinare l’effetto che si può 
avere sul comportamento dinamico dell’attrezzatura per differenti valori del coefficiente 
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d’attrito; gli altri parametri sono rimasti immutati dalla simulazione svolta 
precedentemente, ed è stata scelta la configurazione di massima rigidezza del supporto 
pinza. 
Il valore del coefficiente d’attrito è stato fatto variare da 0,1 a 0,7, notando la 
presenza di un autovalore a parte reale positiva solo per i coefficienti d’attrito maggiori 
di 0,6. 
E’ stato notato che gli altri autovalori non presentano variazioni significative della 
parte reale e immaginaria, ad esclusione di una coppia di essi, tra i quali c’è anche 
l’autovalore instabile: infatti questi due autovalori sono caratterizzati dal solito valore di 
parte reale per µ  bassi e da valori di parte immaginaria differenti; aumentando il 
coefficiente d’attrito le parti immaginarie tendono ad assumere il solito valore, mentre le 
parti reali tendono a “divergere” ottenendo anche dei valori positivi. 
Questo fenomeno è stato riscontrato in altri studi e prende il nome di “lock-in”, ed è 
conosciuto tra le probabili cause del brake squeal. 























Effetto del coefficiente d’attrito sulla parte reale degli autovalori interessati dal fenomeno del 
“lock-in” 
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Effetto del coefficiente d’attrito sulla parte immaginaria degli autovalori interessati al 
fenomeno del “lock-in”. 
6.2.3 Effetto della rigidezza di contatto 
E’ stata condotta una serie di simulazioni per verificare l’effetto che si ha 
modificando soltanto il valore della rigidezza di contatto. Gli altri parametri rimangono 
gli stessi delle precedenti campagne di simulazioni: 
• Sistema pinza con la massima rigidezza. 
• Coefficiente d’attrito: 60,=µ . 
• Smorzamenti di contatto in direzione normale e tangenziale: 
mmNCmmNsC CtCn /001680;/0220 .. == . 
Il valore della rigidezza di contatto normale CnK  è stato fatto variare da un valore 
minimo di 1000 N/mm ad un valore massimo di 8000 N/mm; la rigidezza in direzione 
tangenziale è stata fatta variare da 166 a 1333 N/mm, in base all’ipotesi formulata sulla 
proporzionalità tra i due valori. 
Svolgendo le simulazioni si notano differenti comportamenti da parte degli 
autovalori: alcuni (la maggior parte) non manifestano alcun segno di cambiamento, una 
coppia presenta un fenomeno di lock-out (fenomeno opposto al lock-in, per cui vengono 
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a crearsi due modi di vibrare stabili a frequenze diverse, evidenziato dalle curve rosse e 
viola nei diagrammi sottostanti), mentre un altro autovalore tende ad aumentare 
sensibilmente la propria parte immaginaria in maniera proporzionale con la rigidezza di 
contatto (curva verde); è interessante notare che si crea un fenomeno di instabilità di un 
altro autovalore (curva blu) soltanto per le condizioni che portano alla solita parte 
immaginaria di questi ultimi due. 
Sarebbe interessante eseguire altre simulazioni per vedere se questo fenomeno si 
ripropone anche per frequenze più elevate, visto che gli autovalori interessati in questo 
caso sono i due a parte immaginaria più elevata tra quelli ottenuti. 
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Parte reale degli autovalori che presentano parte reale positiva. 
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Parte immaginaria degli autovalori che presentano parte reale positiva interessati dal fenomeno 
del lock-out: si noti come le parte immaginarie tendano a divergere con l’aumentare della rigidezza. 
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Parte immaginaria degli autovalori ad alta frequenza che sono collegati a fenomeni di instabilità: 
la curva verde è relativa all’autovalore (a parte reale negativa) che presenta un notevole incremento 
della propria parte immaginaria, mentre la curva blu è relativa ad un autovalore che diventa a parte 
reale positiva in corrispondenza delle condizioni dove questo ha il solito valore di parte immaginaria 
dell’altro. 
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6.2.4 Effetto dello smorzamento di contatto 
E’ stata svolta una indagine analoga a quella precedente, ma stavolta il parametro 
d’intervento è stato il coefficiente di smorzamento in direzione normale, facendo variare 
il suo valore da 0,011 Ns/mm al valore 0,077 Ns/mm, in base ai valori già ottenuti in 
altre sperimentazioni. Per via dell’ipotesi fatta riguardo alla proporzionalità tra i 
parametri in direzione normale e quelli in direzione tangenziale, il coefficiente di 
smorzamento in direzione tangenziale varia da 0.00084 Ns/mm al valore di 
0.00588Ns/mm. 
Osservando i risultati delle simulazioni si nota che tutti gli autovalori presentano una 
diminuzione del loro valore della parte immaginaria, per cui aumentando il valore dello 
smorzamento si limita la possibilità di avere fenomeni di instabilità. 
Nei grafici sottostanti si nota un fenomeno differente dal “lock-out”, in quanto i due 
autovalori caratterizzati dal medesimo valore di parte immaginaria tendono a 
differenziarla, ma non tendono ad assumere il solito valore di parte reale tra i due. 










0,011 0,022 0,033 0,044 0,055 0,066 0,077











Parti reali degli autovalori rispetto lo smorzamento di contatto: si nota la loro tendenza a 
diminuire. 
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Parti immaginarie rispetto lo smorzamento di contatto: i loro valori tendono a differenziarsi. 
 
6.3 Conclusioni e sviluppi futuri 
 
Nel presente lavoro si è progettata un’attrezzatura che permette di effettuare lo 
studio del comportamento vibratorio di un disco freno automobilistico durante 
l’operazione di frenatura ai fini di evidenziare le cause che possono provocare fenomeni 
di rumorosità quali il “brake squeal”. 
La rumorosità dei freni può essere causata da particolari regimi vibratori dei corpi 
che costituiscono il freno, i quali dipendono anche dai parametri che regolano il contatto 
tra i corpi stessi. 
In letteratura tecnica sono presenti diversi studi in questo ambito, ed è riconosciuta 
come una causa del “brake squeal” l’accoppiamento di modi di vibrare caratterizzati da 
spostamenti del disco ortogonali al proprio piano con modi di vibrare delle pastiglie 
tangenziali rispetto il solito piano; tale accoppiamento può provocare vibrazioni 
instabili, specialmente se sono prossime le due frequenze proprie dei modi considerati. 
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E’ stata quindi progettata una macchina dotata di un comportamento vibratorio 
compatibile con quello dello “squeal” utilizzando un modello FEM di ogni sottosistema 
che la costituisce; il disco freno è caratterizzato da forma e dimensioni paragonabili a 
quelle di un normale disco freno automobilistico, così come le pastiglie, che sono da 
entrambi i lati del disco. 
Il supporto delle pastiglie è dotato di un sistema che consente la regolazione della 
rigidezza in direzione tangenziale al piano del disco in modo da creare, in sede di prova 
sperimentale, le condizioni di probabile squeal. 
Il disco viene azionato da un motore elettrico del quale è possibile regolare la 
velocità di rotazione, mentre sul supporto del disco sono montati dei sensori di 
prossimità con i quali vengono determinati gli spostamenti del disco. 
E’ stato progettato un meccanismo di sblocco delle pastiglie dal disco il quale 
assolve ad una duplice funzione: assicura un certo livello di sicurezza e consente, in sede 
di sperimentazione, di effettuare analisi modali dell’apparecchiatura in maniera molto 
più ripetibile che con l’ausilio di un martelletto strumentato. L’azionamento di questo 
meccanismo avviene grazie ad un sistema pneumatico che alimenta un pistone a doppio 
effetto. 
E’ stato realizzato un modello matematico lineare per lo studio del comportamento 
vibratorio di due corpi  a contatto tra di loro: conoscendo le forme modali di ogni 
modello FEM dei sottosistemi ed imponendo il valore della forza che si scambiano 
attraverso i nodi a contatto dipendente dagli spostamenti relativi di questi nodi, si 
determina un equilibrio dinamico equivalente. Con la determinazione degli autovalori, 
tramite la tecnica dello spazio di stato, si ottengono informazioni sul comportamento 
vibratorio dei corpi e sull’eventuale presenza di vibrazioni instabili, le quali possono 
essere sintomo di rumorosità. 
E’ stata svolta quindi una serie di simulazioni con l’intento di verificare l’effetto che 
hanno i vari parametri relativi al contatto e alla rigidezza della struttura sull’instaurarsi 
di vibrazioni instabili, giungendo a conclusioni già determinate in studi precedenti, 
svolte però su modelli più semplici. 
Una volta che l’attrezzatura sarà realizzata sarà possibile, previa una necessaria 
taratura per determinare i veri valori dei parametri relativi al contatto, validare il modello 
matematico utilizzato confrontando i risultati sperimentali con quelli delle relative 
simulazioni, in modo da poterlo utilizzare per lo studio di modelli di freni reali. 
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Successive migliorie al modello matematico si possono compiere studiando un 
modello non lineare, in modo da eliminare buona parte delle ipotesi semplificative 
utilizzate in questo studio. Sarà quindi possibile intervenire su altri parametri come la 
velocità del disco, la forza di contatto tra le pastiglie ed il disco e imporre una curva 
caratteristica del coefficiente d’attrito più realistica, in modo da evidenziare anche altri 
fenomeni quali lo “stick-slip”, che con il modello lineare non possono venire alla luce. 
L’utilizzo di un modello non lineare però non permette più la determinazione degli 
autovalori associati, e di solito comporta tempi di calcolo molto più lunghi di un modello 
lineare, per cui può essere necessario compiere le analisi lineari su modelli dotati di un 
numero minore di gradi di libertà. 
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Appendice A  Dimensionamenti vari 
A.1 Dimensionamenti e verifiche eseguite sul sistema disco 
A.1.1 Verifica collegamento albero-collare 
Come descritto nel paragrafo 4.3.1, la trasmissione del momento torcente dall’albero 
al collare d’attacco avviene grazie a tre linguette applicate sull’albero come evidenziato 
in Figura 4-3. 
Si vuole che questo tipo di collegamento possa trasmettere momenti torcenti pari ad 
almeno 25 Nm, valore superiore alla coppia massima erogata dal motore con il rapporto 
di trasmissione attuale (13,4 Nm), in modo da poter successivamente effettuare altri 
studi con carichi maggiori. 
Le tre linguette (8x7x18 di forma arrotondata, come indicato in Figura A-1) sono 
montate su una superficie cilindrica di diametro pari a 40 mm. 
 
Figura A-1 : dimensioni delle linguette utilizzate. 
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La sollecitazione totale di ogni linguetta si calcola determinando la tensione di 
compressione e la tensione tangenziale generate dalle forze sui fianchi della linguetta tF  
le quali dipendono dal momento torcente applicato all’albero. 
FtFt
 
Figura A-2 : sollecitazioni sui fianchi di una linguetta. 
Si determina quindi la tensione yσ  di compressione sulla linguetta in base a 









=⇒⋅⋅−⋅⋅= σσ  
dove con n  è indicato il numero di linguette montate, con h  l’altezza della linguetta 
e con L  la sua lunghezza totale. 









=⇒⋅−⋅⋅⋅= ττ  
che corrisponde ad un valore di tensione normale equivalente pari a  




y =⋅=⇒⋅= στσ . 
Si evince quindi che la condizione più critica per la linguetta è causata dallo sforzo 
di compressione alla quale è sottoposta; sarà quindi questo il valore da tenere di conto 
per la determinazione del coefficiente di sicurezza. 
Considerando che le linguette sono caratterizzate da una tensione limite di fatica13 









A.1.2 Verifica collegamento disco-collare 
La trasmissione del momento torcente dal disco al collare d’attacco è garantita da 4 
viti M5 disposte come in Figura A-3 che rendono solidali i due corpi in questione. 
Il collegamento serve per trasmettere al collare d’attacco le sollecitazioni generate 
dalla forza frenante sul disco provocata dall’attrito con le pastiglie. 
                                                
13
 Viene definita come tensione limite di fatica lS  il massimo valore di tensione alternata al quale 
può essere sottoposto un corpo senza avere rottura. Il suo valore di solito è pari alla metà della tensione 
normale di rottura.   




















Figura A-3 : sistema di forze relativo alla bullonatura disco-collare. 
Viene imposto che il massimo momento torcente trasmissibile con questo sistema 
non superi i 25 Nm, valore per il quale valgono le considerazioni fatte al paragrafo 
precedente. 
Relativamente alla forza di contatto con la quale le pastiglie premono sulla 
superficie del disco, viene fatta l’ipotesi che abbia sempre la medesima intensità da 
entrambi i lati del disco, annullandosi a vicenda per quanto riguarda la bullonatura. 
Quindi tutto il sistema di forze che sollecita la bullonatura di collegamento deve 
equilibrare soltanto la forza tangenziale d’attrito tra disco e pastiglia, la quale è posta ad 
una distanza mmrp 75,103=  dall’asse del disco  e di mmry 25=  dal piano di contatto tra 
disco e collare14. 
Questi due disassamenti provocano rispettivamente il momento torcente tM  ed il 
momento yM  i quali devono essere contrastati dalle forze esercitate dalla bullonatura. 
Si determina quindi la forza tangenziale pF  relativa al momento torcente massimo 
applicabile (25000 Nm): 
                                                
14
 Viene considerata applicata sul piano relativo alla mezzeria dello spessore del disco per via 
dell’ipotesi fatta in precedenza relativa al fatto che le due forze di contatto tra le due pastiglie ed il disco 
avevano la medesima intensità. 









è quindi possibile determinare l’entità del momento yM : 
NmmrFM ypy 602525241 =⋅=⋅=  
 Sforzi di taglio per la bullonatura 
Gli sforzi tangenziali che deve sopportare la bullonatura sono generati dalla forza 
pF  e dal momento tM ; per quanto riguarda la sollecitazione derivante dalla forza pF  
viene ipotizzata che sia equiripartita tra tutte e quattro le viti costituenti il collegamento: 






===  . 
Il momento torcente tM  si considera equilibrato da un sistema di forze tangenziale 
alla superficie di contatto. Questo sistema è caratterizzato dal fatto che l’intensità della 
sollecitazione MxT per ogni vite è proporzionale alla distanza dal baricentro della 
bullonatura alla vite stessa. Essendo le quattro viti disposte equispaziate lungo una 










Viene considerato il caso che yT  e MxT  siano paralleli e concordi; questo è il caso di 
massima sollecitazione tangenziale per un bullone ed il valore corrispondente si ottiene 
sommando le rispettive intensità, per cui si ottiene che: 
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NTTT Mxy 85,1696,10925,60max =+=+= . 
 Sforzi normali per la bullonatura 
Gli sforzi normali che sollecitano la bullonatura in questione sono esclusivamente 
quelli generati dal momento yM . 
Si ipotizza che il disco sia infinitamente rigido rispetto la flessione sul piano x-y: in 
base a questa considerazione il momento yM  viene equilibrato da un sistema di forze 
costituito dalle forze di trazione relative alle viti ( MyN ) e da una forza di compressione 
( MyR ) applicata sullo spigolo a contatto più in alto (Figura ). 
Inoltre viene ipotizzato che la forza di trazione esercitata da ogni vite sia 
direttamente proporzionale alla deformazione del bullone; si introduce quindi una 
rigidezza Myk  tale che 
 dkN MyMy ⋅= , 
dove d  è la distanza della vite dallo spigolo di appoggio del disco sul collare; si 













Il bullone più sollecitato risulta essere quello più lontano dallo spigolo d’appoggio 
( mmd 122= ), per cui la massima forza normale che sollecita le viti di collegamento 
vale: 
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NdkN My 4,31122258,0maxmax =⋅=⋅= . 
 Verifica bullonatura 
Viene fatta l’ipotesi cautelativa che il massimo sforzo normale e il massimo sforzo 
tangenziale siano applicati sulla medesima vite, e che quest’ultimo sia trasmesso tramite 
l’attrito tra disco e collare e non attraverso sollecitazioni di taglio sulla vite. 
Considerando un coefficiente d’attrito µ  tra i due corpi pari a 0,2, si determina il 







Viene scelto di applicare una coppia di serraggio capace di generare una forza 
assiale di serraggio 0N  pari a 1200N. 
Le viti scelte per il collegamento sono M5 (corrispondenti ad una sezione 
resistente 22,14 mmAt = ) e di classe 5.8 ( mmNS p /380= )15, per cui si può determinare 
il serraggio massimo applicabile con la formula seguente: 
ptserraggio SAN ⋅⋅= 9,0
max
. 
Nel caso in questione si ottiene che  
                                                
15
 Da [10]: valore di tensione limite di precarico corrispondente ad un allungamento non superiore a 
0,0025mm del bullone 
Appendice A – Dimensionamenti vari                                                                            99 
 
NSAN ptserraggio 4,48563802,149,09,0max =⋅⋅=⋅⋅= . 










SC serraggio .  
A.1.3 Verifica della cinghia di trasmissione 
Il motore a disposizione eroga una potenza di 2,2 KW alla velocità di 2860 giri/min. 
I componenti sottoposti a torsione sono stati dimensionati per un momento torcente pari 
a 25Nm, per cui la potenza trasmissibile dalla cinghia (minore della potenza del motore) 
dovrà essere erogata ad una velocità angolare pari a 573 giri/min. 
Rispettando questa condizione è possibile utilizzare la medesima cinghia SPZ710 
utilizzata nell'attrezzatura iniziale, in quanto la potenza trasmissibile risulterà appena 

















A.2 Dimensionamenti e verifiche eseguite sul sistema pinza 
A.2.1 Verifiche rigidezza delle travi 
Si vuole verificare che i corpi scelti come elementi flessibili sui quale agire per 
regolare la rigidezza in direzione verticale del supporto pastiglia rispettino la condizione 
sulle frequenze proprie di vibrazione come imposto in 5.4: si deve ottenere quindi una 
rigidezza massima capace di far vibrare la trave ad una frequenza maggiore di 1800 Hz 
ed una rigidezza minima relativa ad una frequenza di 750 Hz. 
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Si considera quindi il corpo come una trave a mensola16 (vedi Figura ), di sezione 
pari a 100x25mm ( 4130208mmJ x = ), con applicata una massa concentrata all’altro 
estremo che rappresenta il supporto pastiglia (1,2 Kg). Per il calcolo della frequenza 
propria non viene considerata la massa della trave stessa. 















Figura A-4 : schematizzazione dell’elemento elastico come una trave a mensola. 
Sostituendo i valori che si hanno nelle condizioni di massima rigidezza (quindi con 














La frequenza di vibrazione corrispondente vale quindi: 
                                                
16
 Questa approssimazione non è comunque del tutto corretta per quanto riguarda le configurazioni di 
rigidezza più elevata, in quanto il corpo che si studia presenta la lunghezza di dimensioni paragonabili alla 
larghezza, ed è quindi più simile ad una piastra piuttosto che ad una trave. 









Per determinare la minima frequenza propria della trave è necessario considerare la 
condizione di minore rigidezza, per cui viene imposta la lunghezza massima della trave, 





















Sono quindi rispettati i vincoli che erano stati imposti per quanto riguarda le 
frequenze di vibrazione in direzione verticale. 
A.2.2 Staffa superiore 
La staffa superiore ha il compito di stringere la trave contro l’appoggio sulla base 
del supporto, in modo da bloccare localmente i movimenti della trave. E’ quindi 
necessaria una certa rigidezza della trave stessa. 
La staffa deve quindi impedire gli spostamenti verticali e le rotazioni della trave 
causati dalle vibrazioni flessionali; vista la disposizione reciproca dei corpi, gli 
spostamenti verticali sono contrastati dalla rigidezza flessionale della staffa, mentre le 
rotazioni intorno l’asse Y dalla rigidezza torsionale. 
E’ necessario garantire che la staffa appoggi correttamente su tutta la superficie a 
contatto con la trave, in modo da avere un serraggio omogeneo e non localizzato soltanto 
sugli spigoli di quest’ultima. 
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 Rigidezza torsionale 
La staffa deve impedire la curvatura della trave inflessa che viene a crearsi quando 
nasce una deformazione che fa inflettere quest’ultima. Essendo la staffa una trave 
disposta ortogonalmente rispetto la trave, è necessario paragonare la rigidezza torsionale 
della staffa con quella flessionale della trave sottostante. 
Se la rigidezza torsionale della staffa è molto maggiore di quella flessionale della 
trave, è possibile approssimare la staffa come un vincolo che impedisce la rotazione 
della trave relativamente alla sezione a contatto. 
Viene quindi paragonata la rigidezza flessionale della trave a mensola con la 
rigidezza determinata dalla freccia di una trave infinitamente rigida ma con un incastro 
cedevole, di rigidezza pari alla rigidezza torsionale della staffa. 


































La misura staffal  è la distanza tra il piano verticale della bullonatura della staffa e la 
mezzeria della trave; la staffa si considera come una molla a torsione di lunghezza  staffal , 
che nel nostro caso è pari ad un quarto della lunghezza totale della staffa, quindi viene 
65mm. 
Si impone che la rigidezza dovuta al vincolo cedevole (torsione della staffa) sia un 
valore almeno 10 volte maggiore di quello derivante dalla flessibilità della trave. 
Di conseguenza si determina che: 














La staffa scelta è una trave a sezione rettangolare 100x25mm; il relativo momento 
d’inerzia polare vale quindi 40 2213541mmJ reale = , per cui la condizione relativa al 
vincolo di rigidezza torsionale è rispettata. 
 Rigidezza flessionale 
Vista la simmetria del sistema si studia solo metà staffa; quest’ultima viene 
schematizzata come una trave appoggiata in due punti, i quali sono gli spigoli della trave 
sottostante. Ad una estremità si ha un doppio pendolo dovuto alla schematizzazione 
simmetrica. Si applicano quindi i due carichi verticali uguali17 agli estremi in modo da 
simulare il serraggio dei bulloni (vedi Figura ). 
Determinando quindi le reazioni vincolari di questo sistema si vede se la staffa 
preme contro la trave su entrambi gli spigoli, condizione da rispettare assolutamente per 









Figura A-5 : schematizzazione di metà staffa superiore del meccanismo di regolazione della 
rigidezza. 
                                                
17
 Essendo i carichi uguali e la trave simmetrica questo vuole dire che i bulloni centrali vanno serrati 
con una coppia pari al doppio rispetto quelli posizionati esternamente. 
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Una trave vincolata in questa maniera è un sistema una volta iperstatico; si 
determinano quindi sia l’incognita iperstatica sia le conseguenti reazioni vincolari con il 















Figura A-6 : Schematizzazione con Muller-Breslau della staffa superiore. 
Il metodo di Muller-Breslau relativo ad un sistema una volta iperstatico impone di 
calcolare l’incognita iperstatica 1X  con la seguente formula: 
011110 =⋅+ ηη X  
dove i coefficienti 10η  ed 11η  valgono rispettivamente: 












































































Si determinano quindi i valori delle reazioni vincolari del sistema reale, sommando 
quelle del sistema ausiliario moltiplicati per 1X  con le reazioni dovute al sistema 


















Il segno di 1R , positivo, indica che la staffa comprime la trave anche in 
corrispondenza dello spigolo più interno di essa. 
 
A.2.3 Bullonatura staffa superiore 
La bullonatura che serra la staffa superiore contro le due travi svolge due funzioni 
principali: permette di scaricare la forza di serraggio sul supporto di tutto il sistema 
pinza e deve consentire il mantenimento di una certa rigidezza complessiva per quanto 
riguarda la flessione della staffa. 
Infatti una bullonatura troppo "sottile" (e quindi poco rigida) pregiudicherebbe le 
necessarie caratteristiche di rigidezza del meccanismo di regolazione della rigidezza 
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delle travi rendendolo poco utilizzabile in quanto non sarebbe facilmente approssimabile 
ad un incastro perfetto. 
Con riferimento alla Figura A-6 si determina l'abbassamento dell'estremo della trave 













di conseguenza la rigidezza della trave a quell'estremo vale: 
mmNEEJFK xtrave /)618(7650 ⋅=== ,δ . 
Si impone che le due viti (lunghe 85 mm) dovranno avere una rigidezza 
all'allungamento almeno pari al 30% di quella della staffa; considerando le due viti M16 






per cui la condizione di rigidezza è rispettata. 
Si verifica anche la bullonatura rispetto al carico a cui deve resistere per via del 
momento flettente generato dalla forza sulle pastiglie; imponendo un momento frenante 
massimo di 25Nm (ben oltre le potenzialità del motore) si determina il massimo 
momento flettente che la bullonatura deve trasferire dalla staffa al supporto. 
Considerando la staffa nella posizione relativa alla configurazione meno rigida (Figura 
4-6) , il momento applicato a tutta la bullonatura vale 48200 Nmm, relativi ai 241 N di 
forza d'attrito complessiva generata dalle pastiglie e al braccio di 200 mm tra tale forza 
ed il baricentro della bullonatura. Il particolare serraggio dei bulloni (i bulloni centrali 
sono serrati con il doppio della coppia) permette di considerare una ripartizione del 
momento applicato caratterizzata dal fatto che metà momento grava sui bulloni centrali 
mentre l'altra metà viene equamente ripartita tra quelli laterali; di conseguenza i bulloni 
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centrali sopportano un momento pari a 24200 Nmm, il quale genera una sollecitazione 
assiale sui tali bulloni pari a 484N, valore molto limitato per una vite M16. 
Risulta quindi evidente come il criterio di rigidezza della bullonatura è molto più 
vincolante di quello di resistenza  ai fini del dimensionamento della bullonatura della 
staffa. 
 
A.2.4 Bullonatura supporto pastiglia 
I bulloni che vincolano il supporto pastiglia alla trave a rigidezza variabile hanno il 
compito di trasmettere le forze che vengono a crearsi a causa del contatto tra disco e 
pastiglia alla trave stessa, per poi scaricarsi sul supporto del sistema pinza. 
Il collegamento che si vuole verificare è costituito da 4 viti M5 disposte come in 
figura, e deve resistere alla forza d’attrito che si ha tra disco e pastiglia ed alla reazione 
ortogonale alla superficie del disco agente sulla pastiglia; in realtà quest’ultima forza 
viene trasmessa dalla pastiglia alla molla, poi alla ghiera di regolazione del precarico ed 
infine al supporto pastiglia. In realtà il carico massimo che si ha per la bullonatura si 
presenta quando il meccanismo di sblocco provoca il distacco (dell’entità di 3 mm) delle 
pastiglie dal disco, comprimendo ulteriormente la molla di rigidezza mmNK /31.30= . 
Si hanno quindi le forze massime (che cautelativamente vengono considerate applicate 


























ed i momenti massimi, causati dallo sfalsamento del piano verticale d’applicazione 
dove sono applicate tali forze rispetto il piano di contatto delle superfici della trave e del 
supporto pastiglia: 












Si ha anche un momento zM  causato dalla distanza che si ha tra la forza d’attrito yF  
ed il baricentro della bullonatura, per cui si ha: 











Figura A-7 : schema carichi per la bullonatura supporto pastiglia-travi. 
 Sforzi di taglio per la bullonatura 
La sollecitazione a taglio per i 4 bulloni in questione è provocata dal momento zM  e 
dalle due forze xF  ed yF . 
Per xF  ed yF  si considera che il carico di taglio sia equiripartito tra tutti e quattro i 
bulloni che compongono il collegamento: si considera quindi il carico di taglio totale 




xTy =+=  
ogni bullone è sottoposto quindi ad un carico pari ad un quarto di TyF  : si ottiene 




F TybulloneTy == . 
Per quanto riguarda l’effetto di zM , viene fatta l’ipotesi che la piastra di 
collegamento sia infinitamente rigida, per cui il carico di taglio si distribuisce tra i 
bulloni in maniera proporzionale alla distanza d  dal baricentro della bullonatura; è 
quindi possibile determinare il carico di taglio che grava su ogni bullone dovuto al 












dove Mzk  è una rigidezza equivalente del bullone in base alla quale si compie 
l’approssimazione che la forza esercitata dal bullone vari linearmente con la 
deformazione al quale è sottoposto. 
Si ricava che i bulloni subiscono una forza dovuta a zM  pari a:  
37,9N48,54mm0,780dkF maxMz
bullone
Mz =⋅=⋅= . 
Per considerare lo sforzo di taglio totale che agisce sul bullone più caricato si 
compie l’approssimazione di ipotizzare che le forze bulloneTyF  e bulloneMzF  abbiano la 
medesima direzione, in modo da poter compiere una semplice somma algebrica; si 





taglio =+=+= . 
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 Sforzi normali per la bullonatura 
Gli sforzi normali ai quali è sottoposta la bullonatura in questione sono riconducibili 
esclusivamente ai due momenti xM  ed yM  i quali tendono a far allontanare le due 
superfici serrate dal collegamento bullonato; per il calcolo degli sforzi normali viene 
compiuta anche in quest’occasione l’approssimazione della piastra infinitamente rigida, 
con una metodologia simile a quella utilizzata precedentemente per determinare l’effetto 
di zM . In questi casi va considerata la distanza di ogni bullone dal bordo di appoggio 
delle due piastre a seconda del momento che si considera. 
Per il momento  
xM  si intende come distanza d  la distanza che il bullone ha dallo 














essendo i bulloni più lontani dal bordo inferiore distanti 65mm, si ricava lo sforzo 
normale che agisce su di essi: 
21,7N65mm0,334dkF maxMx
bullone
Mx =⋅=⋅= . 
In maniera del tutto analoga si ricava lo sforzo normale generato da yM  sui bulloni 
più a sinistra (i più sollecitati dal carico in questione); viene considerata come distanza  
















e quindi lo sforzo normale massimo sui bulloni più sollecitati vale: 




My =⋅=⋅= . 
Lo sforzo normale totale per bullone si ricava sommando i due valori trovati, e che 





normale =+=+= . 
 Verifica bullonatura 
Viene ritenuta valida l’ipotesi che lo sforzo di taglio venga trasmesso per attrito tra 
le lamiere e non attraverso il bullone stesso, il quale dovrà essere serrato in modo che la 
forza di contatto tra le lamiere stesse sia sufficiente a trasmettere gli sforzi di taglio per 
attrito. 
Ipotizzando un coefficiente d’attrito statico µ  pari a 0,2, si ricava lo sforzo normale 









normalemax =+=+= . 
Viene deciso di serrare i bulloni di questo collegamento con una coppia tale da 
generare una forza assiale di serraggio 0N  pari a 1500N. 
I bulloni scelti sono M5 e di classe 5.8 (analoghi alle viti utilizzate per il 
collegamento disco-collare descritte nel paragrafo A.1.2) per i quali il massimo 
serraggio applicabile vale 
NN serraggio 4,4856max = . 
Si determina quindi il coefficiente di sicurezza relativo al collegamento in questione 
il quale vale: 













A.2.5 Determinazione momento da applicare alla ghiera filettata 
Come visto precedentemente la regolazione del serraggio delle pastiglie contro la 
superficie del disco avviene avvitando e svitando una ghiera filettata (Figura 4-5). 
E’ necessario calcolare il momento da applicare a questa ghiera per fare in modo che 
sia possibile azionarla manualmente. 
E’ stata scelta una filettatura M36x2, quindi a passo fine, in modo da avere una 
maggiore sensibilità alla regolazione del precarico, permettendo inoltre di non avere un 
profilo della filettatura eccessivamente profondo il quale potrebbe indebolire la ghiera o 
il supporto della pastiglia a causa degli spessori troppo sottili che si verrebbero a creare. 














        
dove i simboli hanno i seguenti significati: 
• 693,4NW= : carico assiale applicato alla vite. 
• 4.0=f : coefficiente d’attrito dinamico tra i filetti (cautelativamente elevato). 
• mmL 2= : passo della filettatura. 
• °= 30nα : angolo d’inclinazione del fianco del filetto. 
• mmLddm 7.3464952.0 =−= : diametro medio di contatto del filetto. 
Con i dati a disposizione si ricava una coppia di serraggio pari a 5,150NmT= , 
momento la cui entità è facilmente applicabile anche con una semplice chiave inglese. 
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Si vuole anche calcolare il rendimento del moto retrogrado dell’accoppiamento, in 
modo da giustificare l’utilizzo di eventuali dispositivi antisvitamento; in [11] si 
determina che il moto retrogrado è impedito se si verifica che: 








<          
 
dalla quale si ricava che si ha moto retrogrado (ossia la reazione del disco sulla 
pastiglia tende a far svitare la ghiera) se si ha un coefficiente d’attrito dinamico 
015.0≤f , per cui nel caso in questione non c’è bisogno di dispositivi atti ad impedire 
lo svitamento della ghiera. 
 
A.3 Dimensionamenti e verifiche eseguiti sul meccanismo di sblocco 
A.3.1 Dimensionamento supporti 
I supporti del meccanismo di sblocco sono sollecitati dalla reazione che il perno 
esercita su di essi a causa della forza che la leva applica su di essi: e’ perciò possibile 
schematizzare il supporto del meccanismo come una trave a mensola sulla quale è 
applicata all’estremità libera un carico pari a 554,7N, corrispondente alla forza relativa 
al perno. 
Viene imposto che tutto il supporto presenti una freccia massima pari a 0,4mm in 
corrispondenza del perno con il massimo carico; essendo la distanza dal carico alla base 
del supporto (che ipotizziamo come un incastro), si determina un momento d’inerzia 
minimo ammissibile per la sezione pari a: 













==⇒= δδ . 
Il supporto è costituito da due corpi, ossia la base ed il supporto vero e proprio; 
quest’ultimo è costituito da due travi della sezione di 5x25mm, per un momento 
d’inerzia complessivo pari a 13020mm4, per cui è sufficiente ai nostri scopi. La base è 
uno spezzone di barra a T molto più rigida del supporto, per cui si considera 
indeformabile.  
La massima tensione che grava sul supporto si ha in corrispondenza della 
bullonatura che lo vincola alla base: viene considerato il baricentro della bullonatura per 
il calcolo del braccio della forza (107mm) esercitata dal perno, per cui si ottiene un 
momento flettente pari a: 
NmmbPM f 593251077554 =⋅=⋅= . . 











valore ampiamente entro i limiti del materiale. 
Il medesimo momento flettente permette di effettuare la verifica della bullonatura di 
collegamento tra il supporto e la base di collegamento; sono stati utilizzati tre bulloni di 
collegamento M6 classe 9.8, capaci di una tensione massima applicabile pari a 650 
N/mm2. 









Figura A-8 : carichi agenti sulla bullonatura di collegamento supporto-base. 
Come si può notare nella figura A-8, il carico viene ripartito equamente tra i bulloni 
per quanto riguarda il taglio, generando su ognuno di essi una NFt 9184,= , mentre 
l’effetto del momento sarà applicato solo sui due bulloni più esterni, essendo quello 
centrale in corrispondenza del baricentro della bullonatura stessa. 
Su ognuno di questi sarà applicata quindi una forza pari al rapporto tra il momento 







Il bullone più sollecitato risulta di conseguenza quello più in alto, con un carico 
totale di taglio pari a 1422N; considerando il coefficiente d’attrito pari a 0,2, e 
ipotizzando che gli sforzi di taglio vengano vinti tramite l’attrito, si determina che il 
minimo serraggio applicabile sia pari a 7107N; è stato deciso di serrare questi bulloni a 
8000N, valore di sicurezza visto che i bulloni di classe 9,8 del diametro di 6 mm 
consentono serraggi fino a 11758N. 
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A.3.2 Dimensionamento leve 
Le leve di comando delle pastiglie si possono considerare come travi appoggiate ai 
lati con un carico applicato in corrispondenza dell’asola pari al massimo valore di forza 
esercitata su ogni pastiglia per ottenere il distacco dal disco; si ha di conseguenza una 












Figura A-9 : diagramma sollecitazione leva del meccanismo di sblocco. 
 Verifica rigidezza 
Viene imposto un limite sulla rigidezza, e per la precisione è richiesta una freccia 
massima tollerabile di 0,2mm in corrispondenza dell’asola dove si appoggiano i dadi 
dell’asticella di comando della pastiglia. 
Da [10] si determina che il momento d’inerzia della sezione della leva deve avere il 
valore minimo di: 






















= δδ . 
La leva presenta una sezione dal momento flettente minimo in corrispondenza 
dell’asola dove vale 45,3937 mmJ x = , per cui si ha un coefficiente di sicurezza per 













 Verifica resistenza 
Si nota come il massimo momento flettente si abbia in corrispondenza dell’asola 
dove entra l’asticella di collegamento; dal diagramma delle sollecitazioni in figura si 
determina che il massimo momento flettente vale NmmM f 22188
max
= . La massima 




















Il contributo della sollecitazione di taglio, sempre in corrispondenza della sezione 










valore che si può ritenere trascurabile. 
Non è invece trascurabile il valore di tensione tangenziale che nasce in 
corrispondenza del perno per quanto riguarda lo “strappamento” in quella sezione; la 
tensione tangenziale vale: 














per cui il pezzo è ben dimensionato anche secondo questa sollecitazione. 
A.3.3 Dimensionamento perni 
I perni utilizzati per vincolare ogni leva alle sue estremità con il supporto del 
meccanismo di sblocco e con il giunto sferico sono entrambi caratterizzati dal diametro 
di 10 mm. 
Questi perni sono vincolati assialmente da due anelli elastici di sicurezza ad 
espansione i quali impediscono lo sfilamento del perno dal proprio foro, nonostante che 
questi non siano caricati in direzione assiale. 
La verifica viene compiuta sul perno che collega la leva con il supporto del 
meccanismo, essendo questo quello maggiormente sollecitato: il perno viene idealizzato 
come una trave appoggiata alle estremità con applicato un carico in mezzeria pari a 
554,7N, valore relativo alla reazione vincolare che la trave leva esercita su di esso in 
condizioni di massimo carico (pastiglie completamente staccate dal disco). 
Per il dimensionamento ci si riferisce alla figura sottostante viene imposta una 
freccia massima pari a mm05,0max =δ .  












Figura A-10 : diagrammi della sollecitazione per il perno. 
















Il perno risulta quindi abbondantemente sovradimensionato rispetto al vincolo 
imposto di rigidezza. Inoltre la tensione equivalente massima in corrispondenza della 
mezzeria del perno vale 41,5 N/mm2, per cui non ci sono problemi per quanto concerne 
la resistenza.  
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A.3.4 Dimensionamento sistema pneumatico 
L'attuatore pneumatico deve esercitare una forza pari a 138,7N in estensione, 
relativamente alla condizione di massimo sforzo, ossia con le pastiglie freno 
completamente staccate dal disco e le molle al massimo della compressione: sul 
diagramma relativo alla tipologia di attuatore utilizzato si determina la pressione 
d'alimentazione necessaria, la quale viene circa 2,8 bar, valore che rientra ampiamente 
tra quelli a disposizione (massimo 10 bar). 
Inoltre la corsa corta di tale attuatore non provoca problemi di eventuale instabilità 
euleriana dello stelo, come si evidenzia nel solito diagramma. 
 
 
Figura A-11 : diagramma pressioni-carichi relativi all'attuatore pneumatico utilizzato. 
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omegad=[omega1d omega2d omega3d omega4d omega5d omega6d omega7d 
omega8d omega9d omega10d omega11d] 
omegad=diag(omegad) 
omegap=[omega1p omega2p omega3p omega4p omega5p omega6p omega7p 





K=[Kd zeros(modid,modip);zeros(modip,modid) Kp] 
M=eye(modip+modid) 
[ud1v] = impod(ud1) 
[ud11v] = impod(ud11) 
[ud2v] = impod(ud2) 
[up1v] = impop(up1) 
[up3v] = impop(up3) 
[up4v] = impop(up4) 
[up5v] = impop(up5) 
[up6v] = impop(up6) 
[up7v] = impop(up7) 
[up8v] = impop(up8) 
[up9v] = impop(up9) 
[up10v] = impop(up10) 
[up11v] = impop(up11) 
[up12v] = impop(up12) 
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[up13v] = impop(up13) 
[up14v] = impop(up14) 
[up15v] = impop(up15) 
[up16v] = impop(up16) 
[up17v] = impop(up17) 
[ud3]=reshape(ud3,5,nodid) 
ud3=ud3' 

























ud6=ud6(1:nodid , 2:4) 
















up2=up2(1:nodip , 2:4) 
up2=up2' 
up2v=reshape(up2,3*nodip,1) 
Fid=[ud1v ud2v ud3v ud4v ud5v ud6v ud7v ud8v ud9v ud10v ud11v] 
Fip=[up1v up2v up3v up4v up5v up6v up7v up8v up9v up10v up11v up12v up13v 
up14v up15v up16v up17v] 
Fi=[Fid zeros(3*nodid,modip);zeros(3*nodip,modid) Fip] 
Fida=Fid(1:3*nodicont,1:modid) 
Fipc=Fip(1:3*nodicont,1:modip) 
a=[1 1 0] 
a=diag(a) 






minibloccoa=[0 ; mu*kcn ; 0] 
minibloccos=[0 ; mu*ccn ; 0] 






Acontdd=Acontdd(1:3*nodicont , 1:3*nodicont) 





































Kcont=-[Kc11 Kc12 ; Kc21 Kc22] 
Ccont=-[Cc11 Cc12 ; Cc21 Cc22] 
Acont=-[Ac11 Ac12 ; Ac21 Ac22] 
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Appendice C  Lista di montaggio 


























SUPPORTO PASTIGLIA P-AlMg 3.5 UNI 35752
DADO M30 UNI 5588-65 1
MACCHINA PROVA BRAKE SQUEAL
ROSETTA Ø30 UNI 1734






Fe 420 UNI 7746
Fe 420 UNI 7746
1




DADO M10 UNI 5588-65
SUPPORTO




DADO M16 UNI 5588-65
VITE M16x115 UNI 5931
STAFFA
VITE M8x25 UNI 6109
DADO M6 UNI 5588-65
VITE M6x35 UNI 5931
2 Fe 420 UNI 7746
Fe 420 UNI 7746
Fe 420 UNI 7746
8
8
1 Fe 420 UNI 7746
4






Fe 420 UNI 7746






DADO M5 UNI 5588-65
GHIERA REGOLAZIONE
8
Fe 420 UNI 77462
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TERMINALE SFERICO SKF SIKB10FVZ
ANELLO ELASTICO DI SICUREZZA UNI 7434-9
MACCHINA PROVA BRAKE SQUEAL
29
BASE MECCANISMO



























Fe 420 UNI 77462
Fe 420 UNI 7746
Fe 420 UNI 7746
Fe 420 UNI 7746
Fe 420 UNI 7746
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Appendice D  Particolari costruttivi 
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